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Complexe canonique de deuxie`me espe`ce,
varie´te´ commutante et bicoˆne nilpotent d’une alge`bre de Lie re´ductive.
Jean-Yves CHARBONNEL
Universite´ Paris 7 - CNRS
Abstract. Let g be a finite dimensional complex reductive Lie algebra and
〈., .〉 an invariant non degenerated bilinear form on g × g which extends the
Killing form of [g, g] . We define a subcomplex E•(g) of the canonical complex
C•(g) of g . The space of C•(g) is the algebra S(g)⊗C S(g)⊗C∧ (g) where S(g)
and ∧ (g) are the symmetric and exterior algebras of g and its differential is
the S(g)⊗C S(g)-derivation which associates to the element v of g the function
(x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 on g×g . There exists a well defined sub-S(g)⊗CS(g)-module
Bg of S(g) ⊗C S(g) ⊗C g which is free of rank equal to the dimension bg of
the borel subalgebras of g . Moreover, Bg is contained in the space of cycles
of C•(g). The complex E•(g) is the ideal of C•(g) generated by ∧bg(Bg).
We denote by Ng the set of elements in g × g whose components generate a
subsbspace contained in the nilpotent cone of g and we say that g has property
(N) if the codimension of Ng in g× g is strictly bigger than bg − rkg . Let Ig
be the ideal in S(g)⊗C S(g) generated by the functions (x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 where
v is in g and
√
Ig its radical. The main result is the theorem:
Let us suppose that for any semi-simple element in g , the simple factors
of its centralizer in g have the property (N) . Then the complex E•(g) has no
homology in degree different from bg and
√
Ig∧bg(Bg) is contained in the space
of boundaries of degree bg of E•(g) . In particular, Ig is a prime ideal whose
set of zeros in g× g is the commuting variety of g .
1. Introduction.
Soient g une alge`bre de Lie re´ductive complexe de dimension finie, S(g) et
∧ (g) les alge`bres syme´trique et exte´rieure de g. La repre´sentation coadjointe de g
s’identifie a` sa repre´sentation adjointe au moyen d’une forme biline´aire syme´trique
invariante, non de´ge´ne´re´e, 〈., .〉 qui prolonge la forme de Killing de [g, g]. On
appelle varie´te´ commutante de g la sous-varie´te´ Cg des points (x, y) de g × g
tels que [x, y] soit nul. La varie´te´ Cg est alors la varie´te´ des ze´ros de l’ide´al Ig
de S(g) ⊗C S(g) engendre´ par les fonctions (x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 ou` v est dans g.
D’apre`s [17], la varie´te´ Cg est irre´ductible. La question de savoir si Ig est un ide´al
premier s’e´tait pose´e depuis plusieurs anne´es. Elle est la principale motivation de
ce me´moire. D’apre`s le re´sultat de R. W. Richardson, il s’agit en fait de savoir si
l’ide´al Ig est radiciel. Une re´ponse partielle avait e´te´ donne´e par J. Dixmier dans
[6]. Il y de´montre qu’un champ de vecteurs polynomial sur g, tangent aux orbites
adjointes, est du type x 7→ [x, ϕ(x)] ou` ϕ est une application polynomiale de g
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dans g. Cela revient a` dire que l’e´galite´ de Ig et de son radical
√
Ig est satisfaite
en degre´ 1. Tre`s re´cemment, W. L. Gan et V. Ginzburg ont montre´ dans [7] que
le sous-espace des e´le´ments g-invariants de Ig est un ide´al radiciel de l’alge`bre
des e´le´ments g-invariants de S(g) pour g simple de type A. En s’inspirant de
la me´thode utilise´e par J. Dixmier dans [6], on introduit dans [4] le complexe
canonique C•(g) de l’alge`bre de Lie g et on montre qu’il n’a pas d’homologie en
degre´ strictement supe´rieur au rang rkg de g. L’espace sous-jacent a` C•(g) est
l’alge`bre S(g)⊗C S(g)⊗C ∧ (g) et sa diffe´rentielle est la de´rivation S(g)⊗C S(g)-
line´aire qui a` l’e´le´ment v de g associe la fonction (x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 sur g.
On appelle sous-module caracte´ristique pour g le sous-module Bg des
e´le´ments ϕ de S(g) ⊗C S(g) ⊗C g qui ont la proprie´te´ suivante : pour tout (x, y)
dans un ouvert non vide de g×g, ϕ(x, y) appartient a` la somme des centralisateurs
dans g des e´le´ments non nuls du sous-espace engendre´ par x et y . Le module Bg
a trois proprie´te´s remarquables :
1) Bg est un module libre de rang bg e´gal a` la dimension des sous-alge`bres
de Borel de g,
2) Bg est contenu dans l’espace des cycles du complexe C•(g),
3) pour toute sous-alge`bre parabolique p de g et pour tout ϕ dans Bg, p
contient ϕ(x, y) pour tout (x, y) dans p× p .
Ce module avait e´te´ e´tudie´ en [5] mais introduit de fac¸on diffe´rente. En particulier,
on doit a` M. Ra¨ıs le fait que Bg est libre de rang bg. Il re´sulte de la proprie´te´
(2) que l’ide´al E•(g) de C•(g), engendre´ par ∧bg (Bg), est un sous-complexe de
C•(g). On l’appelle complexe canonique de deuxie`me espe`ce de l’alge`bre de Lie g.
On note Xg l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g × g tels que l’image de Bg par
l’application ϕ 7→ ϕ(x, y) soit de dimension strictement infe´rieure a` bg.
De´finition. Soit Ng l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g × g tels que le sous-
espace engendre´ par x et y soit contenu dans le coˆne nilpotent de g. On dira
que l’alge`bre de Lie g a la proprie´te´ (N) si la codimension de Ng dans g× g est
strictement supe´rieure a` bg− rkg.
Le sous-ensemble Ng de g× g est la varie´te´ des ze´ros communs a` bg + rkg
fonctions polynomiales sur g × g ; donc la codimension de chacune de ses com-
posantes irre´ductibles est infe´rieure a` bg+rkg. Le re´sultat principal de ce me´moire
est le the´ore`me :
The´ore`me. On suppose que les facteurs simples du centralisateur dans g de
tout e´le´ment semi-simple de g ont la proprie´te´ (N). Soient Jg le radical de Ig et
E•(g) le sous-complexe de E•(g) tel que Ej(g) soit e´gal a` Ej(g) pour j diffe´rent
de bg et tel que Ebg (g) soit e´gal a` Jg∧
bg (Bg).
i) Le complexe E•(g) est acyclique.
ii) L’ide´al Ig est premier.
iii) Le complexe E•(g) n’a pas d’homologie en degre´ diffe´rent de bg et
son homologie est isomorphe a` l’alge`bre des fonctions re´gulie`res sur la varie´te´
commutante de g.
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Puisque la varie´te´ commutante Cg de g est irre´ductible, les assertions (ii)
et (iii) re´sultent de l’assertion (i) car Ig∧bg(Bg) est l’espace des bords de degre´
bg de E•(g) et de E•(g). En utilisant les re´sultats de cohomologie a` support qui
sont rappele´s dans [4], il re´sulte du the´ore`me suivant :
The´ore`me. On suppose que les facteurs simples de g ont la proprie´te´ (N).
Alors pour tout entier naturel k , la dimension projective de ∧k(g) ∧ ∧bg (Bg) est
infe´rieure a` k .
que le complexe E•(g) n’a pas d’homologie en degre´ diffe´rent de bg. On pre´cise a`
ce propos que cette argumentation ge´ne´ralise l’argumentation de J. Dixmier dans
[6]. Un raisonnement par re´currence sur la dimension de g montre que la projection
sur g du support dans g × g du quotient Jg/Ig ne contient pas d’e´le´ment semi-
simple non central. Il en re´sulte que la dimension de ce support est infe´rieure a`
dimg ; donc par les arguments ci-dessus, Jg est e´gal a` Ig. Le deuxie`me the´ore`me
est une conse´quence simple du cas des alge`bres de Lie simples. Pour g simple, on
introduit un complexe de cohomologie D•k(g, Bg) dont le terme de plus haut degre´
est le module ∧k(g) ∧ ∧bg (Bg). Un raisonnement par re´currence sur k montre
que l’exactitude de ces complexes pour k = 0, . . . , bg − rkg donne le the´ore`me
ci-dessus. Il est facile de voir que Xg contient le support de la cohomologie de ces
complexes. En outre, d’apre`s la proprie´te´ (3) pour le module Bg, le support de
la cohomologie de ces complexes ne rencontre pas une partie Σg de g × g de´finie
au moyen des sous-alge`bres paraboliques de g dont les facteurs re´ductifs ont une
alge`bre de Lie de´rive´e simple.
De´finition. Pour g simple, on dira que g a la proprie´te´ (D) si toute partie
ferme´e irre´ductible de Xg, invariante pour les actions de G et de GL2(C), de
codimension infe´rieure a` dimg− 4, qui ne rencontre pas Σg, est contenue dans la
re´union de Ng et de la sous-varie´te´ Xg des e´le´ments (x, y) de g× g tels que x et
y appartiennent a` une meˆme sous-alge`bre de Borel de g.
Par de´finition, la varie´te´ d’incidence de g est la sous-varie´te´ des e´le´ments
(u, x, y) ou` u est une sous-alge`bre de Borel de g et ou` (x, y) est un e´le´ment de
u× u . La varie´te´ d’incidence est introduite dans [9]. On rappelle que dans [9] est
donne´e une de´monstration simple de l’irre´ductibilite´ de la varie´te´ commutante de
g. Par des arguments de cohomologie a` support, l’exactitude des complexes D•k(g)
re´sulte des proprie´te´s (D) et (N) pour g. En remarquant que Xg ne contient
pas d’e´le´ment (x, y) de Xg tel que x et y soient des e´le´ments re´guliers de g,
respectivement nilpotent et semi-simple, on montre la proprie´te´ (D).
Dans ce me´moire, le corps de base est le corps des nombres complexes,
les espaces vectoriels et les alge`bres de Lie conside´re´s sont de dimension finie.
On de´signe par g une alge`bre de Lie re´ductive, par G son groupe adjoint, par
rkg son rang, par bg la dimension des sous-alge`bres de Borel de g et par 〈., .〉
une forme biline´aire syme´trique, non de´ge´ne´re´e g-invariante sur g qui prolonge la
forme de Killing de g. On identifie g a` son dual au moyen de 〈., .〉 . Si V est un
espace vectoriel, V ∗ de´signe son dual. Si a est une alge`bre de Lie et si m est un
sous-espace de g, on note m(x) le sous-espace des e´le´ments de m qui centralisent
l’e´le´ment x de a et m(x′) le sous-espace des e´le´ments de m qui stabilisent la forme
line´aire x′ sur a pour l’action coadjointe de a dans a∗ . On utilise la topologie de
Zariski sur les varie´te´s alge´briques conside´re´es. Si X est une varie´te´ alge´brique,
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OX de´signe le faisceau structural de X et OX,x l’anneau local au point x de
X . Sauf mention contraire, un point de X est un point ferme´. On appelle grand
ouvert de X , tout ouvert dont le comple´mentaire est de codimension supe´rieure
a` 2. Conforme´ment a` l’usage, pour tout ouvert Y de X et pour tout faisceau F
sur X , Γ(Y,F) de´signe l’espace des sections de F au dessus de Y . La suite de ce
me´moire se divise en 10 sections :
2) dimension projective et cohomologie,
3) sur les ide´aux,
4) exemples de complexes,
5) sous-module caracte´ristique,
6) complexes canoniques d’une alge`bre de Lie,
7) au voisinage d’un e´le´ment semi-simple,
8) sur certaines sous-varie´te´s de g× g,
9) de´finition de la proprie´te´ (D),
10) the´ore`me d’exactitude et ide´aux premiers,
11) la proprie´te´ (D) pour les alge`bres de Lie simples.
2. Dimension projective et cohomologie.
On rappelle dans cette section quelques re´sultats classiques. Soient X
une varie´te´ alge´brique affine, de Cohen-Macaulay et C[X ] l’anneau des fonctions
re´gulie`res sur X . On note U un ouvert de X , S le comple´mentaire de U dans
X et p la codimension de S dans X . Soient P• un complexe de C[X ]-modules
projectifs de type fini, de longueur finie l , et ε un morphisme d’augmentation du
complexe P• d’image R , d’ou` un complexe augmente´ de modules :
0
d
−→ Pl
d
−→ Pl−1
d
−→ · · ·
d
−→ P0
ε
−→ R→ 0 .
Proposition 2.1. Soient P un module projectif et R′ un sous-module de P .
On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
1) p est strictement supe´rieur a` l + 1,
2) X est normal,
3) S contient le support de l’homologie du complexe augmente´ P• ,
4) R′ contient R et S contient le support dans X du quotient des modules
R′ et R.
Alors R′ est e´gal a` R et P• est une re´solution projective de R de longueur l .
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Corollaire 2.2. Soient d un entier naturel et C• un complexe d’homologie de
C[X ]-modules de type fini de longueur l . On suppose que les trois conditions
suivantes sont re´alise´es :
1) X est normal et S contient le support de l’homologie du complexe C• ,
2) pour tout entier naturel i, Ci est un sous-module d’un module libre,
3) pour tout entier strictement positif i, la dimension projective de Ci est
infe´rieure a` i+ d.
Pour j entier naturel infe´rieur a` l , on de´signe par Zj l’espace des cycles de degre´
j du complexe C• . Si p est strictement supe´rieur a` 2l+d, alors le complexe C• est
acyclique. En outre, la dimension projective de Zj est infe´rieure a` 2l+ d− j − 1.
Des de´monstrations de ces e´nonce´s sont donne´es dans [4](Section 2).
Lemme 2.3. i) Soit
0→ E0 → E1 → E2 → 0
une suite exacte courte de C[X ]-modules. On suppose que la dimension projective
des modules E0 et E1 est infe´rieure a` l’entier naturel d. Alors la dimension
projective de E2 est infe´rieure a` d+ 1.
ii) Soit
0→ E−1 → E0 → · · · → El+1 → 0
une suite exacte de C[X ]-modules. On suppose que E−1 est un module libre et
que pour i = 0, . . . , l , la dimension projective de Ei est infe´rieure a` i. Alors la
dimension projective de El+1 est infe´rieure a` l + 1.
De´monstration. i) Soit M un C[X ]-module. Il s’agit de montrer que le groupe
Extj(E2,M) est nul pour j strictement supe´rieur a` d+1. De la suite exacte courte,
on de´duit la longue suite exacte
· · · → Extj(E1,M)→ Ext
j(E0,M)→ Ext
j+1(E2,M)→ Ext
j+1(E1,M)→ · · · .
D’apre`s l’hypothe`se, les groupes Extj(E1,M), Ext
j(E0,M), Ext
j+1(E1,M) sont
nuls pour j strictement supe´rieur a` d ; donc Extj+1(E2,M) est nul pour j stricte-
ment supe´rieur a` d , d’ou` l’assertion.
ii) Pour i = 0, . . . , l , on note Zi l’image de Ei−1 dans Ei . On montre en
raisonnant par re´currence sur i que la dimension projective de Zi est infe´rieure
a` i. Pour i = 0, Zi est isomorphe a` E−1 . On suppose l’assertion vraie pour i.
D’apre`s l’exactitude de la suite, on a la suite exacte courte
0→ Zi → Ei → Zi+1 → 0 ;
or par hypothe`se, la dimension projective de Ei est infe´rieure a` i ; donc d’apre`s
l’hypothe`se de re´currence et l’assertion (i), la dimension projective de Zi+1 est
infe´rieure a` i+ 1. D’apre`s l’exactitude de la suite, on a la suite exacte courte
0→ Zl → El → El+1 → 0 ;
or par hypothe`se, la dimension projective de El est infe´rieure a` l ; donc d’apre`s
l’assertion (i), la dimension projective de El+1 est infe´rieure a` l + 1.
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Corollaire 2.4. Soit C• un complexe de cohomologie de C[X ]-modules de type
fini,
0→ C−1 → C0 → · · · → C l → 0 .
On suppose que les trois conditions suivantes sont re´alise´es :
1) X est normal et S contient le support de la cohomologie du complexe C• ,
2) pour tout entier naturel i, C i est un sous-module d’un module libre,
3) C−1 est un module libre,
3) pour tout entier i strictement infe´rieur a` l , la dimension projective de C i
est infe´rieure a` i.
Pour j entier naturel infe´rieur a` l , on de´signe par Zj l’espace des cocycles de
degre´ j du complexe C• . Si p est strictement supe´rieur a` l+1, alors le complexe
C• est acyclique. En outre, la dimension projective de Zj est infe´rieure a` j .
De´monstration. D’apre`s le lemme 2.3, il s’agit de montrer que le complexe C•
est acyclique. On montre en raisonnant par re´currence sur j que pour j = 0, . . . , l ,
Zj est l’espace des cobords de degre´ j du complexe C• . L’espace B0 des cobords
de degre´ 0 de C• e´tant isomorphe a` C−1 , B0 est e´gal a` Z0 car C0 est un module
sans torsion et U est partout dense dans X comme grand ouvert de la varie´te´ de
Cohen-Macaulay X . En outre, toute section au dessus de U de la localisation sur
X d’un C[X ]-module libre est la restriction a` U d’un e´le´ment de ce module car
X est une varie´te´ normale. On suppose que Zj est l’espace des cobords de degre´
j du complexe C• . Alors la dimension projective de Zj est infe´rieure a` j ; or par
hypothe`se, la dimension projective de Cj est infe´rieure a` j ; donc en de´signant
par Bj+1 l’espace des cobords de degre´ j + 1 du complexe C• , on a un complexe
acyclique
0→ Pj → Pj−1 ⊕Qj → · · · → P0 ⊕Q1 → Q0 → B
j+1 → 0 ,
ou` les complexes
0→ Pj → Pj−1 → · · · → P0 → Z
j → 0 ,
0→ Qj → · · · → Q0 → C
j → 0 ,
sont des re´solutions projectives. Puisque j + 1 est strictement infe´rieur a` p, il
re´sulte de la proposition 2.1 que Zj+1 est e´gal a` Bj+1 car d’apre`s la condition (1),
S contient le support du quotient des modules Zj+1 et Bj+1 .
3. Sur les ide´aux.
Soient X une varie´te´ alge´brique affine lisse, Y une varie´te´ alge´brique lisse
et π un morphisme lisse de Y sur X .
Lemme 3.1. Soit I un ide´al de C[X ] et J son radical. On de´signe par I et
J les localisations respectives sur X de I et de J .
i) L’ide´al π∗(J ) de OY est le radical de π
∗(I).
ii) Si π∗(I) est un ide´al radiciel, alors I est un ide´al radiciel.
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De´monstration. i) Le morphisme π e´tant lisse, les morphismes canoniques
de π∗(I) et de π∗(J ) dans OY sont des plongements ; donc π∗(I) et π∗(J )
s’identifient a` des ide´aux de OY . Soient x un point de X et y un point de la
pre´image de x dans Y . On note respectivement Ix , Jx les fibres de I , J en x
et π∗(I)y , π∗(J )y les fibres de π∗(I), π∗(J ) en y . Soit x1, . . . ,xm un syste`me de
coordonne´es de l’anneau local OX,x . On identifie l’anneau local OX,x a` un sous-
anneau de l’anneau local OY,y au moyen du comorphisme de π . Puisque π est un
morphisme lisse, le syste`me de coordonne´es x1, . . . ,xm se comple`te en un syste`me
x1, . . . ,xm, y1, . . . ,yn de coordonne´es de l’anneau local OY,y . On note mx l’ide´al
maximal de OX,x , OˆX,x le comple´te´ de OX,x pour la topologie mx -adique, my
l’ide´al maximal de OY,y , OˆY,y le comple´te´ de OY,y pour la topologie my -adique.
Puisque Y est lisse en y , le morphisme canonique de l’anneau de se´ries formelles
C[[x1, . . . ,xm, y1, . . . ,yn]] dans OˆY,y est un isomorphisme. En outre, l’image du
sous-anneau C[[x1, . . . ,xm]] est e´gale a` OˆX,x .
Puisque J est le radical de I , π∗(J ) est contenu dans le radical de π∗(I).
Vu l’arbitraire du point x de X et du point y de la fibre de π en x, il s’agit de
montrer que π∗(J )y contient le radical de π∗(I)y . Puisque π∗(J )y est contenu
dans le radical de π∗(I)y , il suffit de montrer que π̂∗(J )y contient le radical de
π̂∗(I)y car OˆY,y est fide`lement plat sur OY,y . D’apre`s ce qui pre´ce`de, on a
π̂∗(I)y = C[[x1, . . . ,xm, y1, . . . ,yn]]⊗C[[x1,...,xm]] Îx
et π̂∗(J )y = C[[x1, . . . ,xm, y1, . . . ,yn]]⊗C[[x1,...,xm]] Ĵx .
Puisque J est le radical de I , Jx est le radical de Ix . Soient P1, . . . ,Pm les ide´aux
premiers minimaux de OX,x qui contiennent Jx . Puisque OˆX,x est une extension
plate de OX,x , Ĵx est l’intersection des adhe´rences dans OˆX,x des ide´aux premiers
P1, . . . ,Pm ; or d’apre`s [14](Theorem 36.4 and Theorem 36.5), pour i = 1, . . . , m,
l’adhe´rence de Pi dans OˆX,x est un ide´al radiciel ; donc Ĵx est le radical de Îx .
Soit a un e´le´ment du radical de π̂∗(I)y . Notant ai1,...,in le coefficient de y
i1
1 · · · y
in
n
dans le de´veloppement de a suivant les puissances de y1, . . . ,yn , on montre en
raisonnant par re´currence sur le n-uplet (i1, . . . ,in) que Ĵx contient ai1,...,in ; donc
π̂∗(J )y contient a, d’ou` l’assertion.
ii) On suppose que π∗(I) est un ide´al radiciel. D’apre`s l’assertion (i), cela
revient a` dire que les ide´aux π∗(I) et π∗(J ) sont e´gaux. Il re´sulte alors de (i)
que Îx est e´gal a` Ĵx car OˆY,y est une extension fide`lement plate de OˆX,x . Par
suite, Ix et Jx sont e´gaux car OˆX,x est une extension fide`lement plate de OX,x .
Vu l’arbitraire de x, I est e´gal a` J car X est affine, d’ou` l’assertion.
4. Exemples de complexes.
Dans cette section, on donne des exemples de complexes qui seront utilise´s
dans la suite de ce me´moire. Soient X une varie´te´ alge´brique affine, irre´ductible et
C[X ] l’alge`bre des fonctions re´gulie`res sur X . Dans ce qui suit, on de´signe par V
un espace vectoriel. On note respectivement S(V ) et ∧ (V ) les alge`bres syme´trique
et exte´rieure de V . Pour tout entier i, Si(V ) et ∧ i(V ) de´signent respectivement
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les sous-espaces de degre´ i pour les graduations usuelles des alge`bres S(V ) et
∧ (V ). En particulier, pour i strictement ne´gatif, Si(V ) et ∧ i(V ) sont nuls.
4.1 Pour tout entier naturel d infe´rieur a` la dimension de V , on de´signe par
Grd(V) la grassmannienne de degre´ d de V . Pour tout sous-module L de rang d
de C[X ]⊗C V , on note ∧d(L) l’ensemble des e´le´ments de C[X ]⊗C ∧d(V ) dont
le produit par un e´le´ment non nul de C[X ] appartient a` ∧d(L).
Lemme 4.1. On suppose X lisse et factorielle. Soient d un entier naturel,
α une application re´gulie`re d’un ouvert non vide Y de X dans Grd(V) et L
l’ensemble des e´le´ments ϕ de C[X ]⊗C V tels que α(x) contienne ϕ(x) pour tout
x dans un ouvert non vide de U .
i) Il existe un grand ouvert Y˜ de X contenant Y et une application re´gulie`re
β de Y˜ dans Grd(V) qui prolonge α .
ii) L’e´le´ment ϕ de C[X ] ⊗C V appartient a` L si et seulement si β(x)
contient ϕ(x) pour tout x dans Y˜ .
iii) Soit L la localisation de L sur X . Alors la restriction de L a` Y˜ est un
module localement libre de rang d.
iv) Le module ∧d(L) est libre de rang 1.
v) Soient ε1, . . . ,εd des e´le´ments de L. Alors ε1, . . . ,εd est une base du
C[X ]-module L si et seulement si ε1(x), . . . ,εd(x) est une base de β(x) pour tout
x dans Y˜ .
vi) Si L est un module libre, alors les modules ∧d(L) et ∧d(L) sont e´gaux.
De´monstration. i) L’assertion (i) re´sulte de [18](Ch. VI, Theorem 1).
ii) Soit ϕ dans C[X ] ⊗C V . Si α(x) contient ϕ(x) pour tout x dans un
ouvert non vide de U , β(x) contient ϕ(x) pour tout x dans Y˜ car tout ouvert
non vide de Y˜ est partout dense dans Y˜ , d’ou` l’assertion.
iii) Puisque β est une application re´gulie`re, Y˜ est recouvert par des ou-
vert affines Z qui ont la proprie´te´ suivante : il existe des applications re´gulie`res
η1, . . . ,ηd de Z dans V telles que η1(x), . . . ,ηd(x) soit une base de β(x) pour tout
x dans Z . Pour i = 1, . . . , d , ηi est une section locale de L . D’apre`s (ii), toute
section de L au dessus de Z est combinaison line´aire a` coefficients dans C[Z]
des applications η1, . . . ,ηd ; or η1, . . . ,ηd sont line´airement inde´pendants sur C[Z] ;
donc la restriction de L a` Z est un OZ -module libre de rang d car Z est un
ouvert affine.
iv) D’apre`s (iii), L est un module de rang d ; donc ∧d(L) et ∧d(L) sont
des modules de rang 1. Soit ε′ un e´le´ment non nul de ∧d(L). Puisque C[X ] est
un anneau factoriel, ε′ est le produit d’un e´le´ment de C[X ] et d’un e´le´ment de
C[X ]⊗C ∧d(V ) dont la varie´te´ des ze´ros est de codimension supe´rieure a` 2 dans
X . Par de´finition, ∧d(L) contient cet e´le´ment. Soit ε un e´le´ment de ∧d(L) dont
la varie´te´ des ze´ros dans X est de codimension supe´rieure a` 2. Pour tout ϕ dans
∧d(L), il existe des e´le´ments p et q de C[X ] tels que pε soit e´gal a` qϕ . Puisque
la varie´te´ des ze´ros de ε est de codimension supe´rieure a` 2, la varie´te´ des ze´ros de
q est contenue dans la varie´te´ des ze´ros de p ; donc q divise p et ϕ appartient au
C[X ]-module engendre´ par ε , d’ou` l’assertion.
v) On suppose que ε1, . . . ,εd est une base de L. Soient Z un ouvert affine de
Y˜ et η1, . . . ,ηd des applications re´gulie`res de Z dans V telles que η1(x), . . . ,ηd(x)
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soit une base de β(x) pour tout x dans Z . Pour i = 1, . . . , d , ηi est une section
locale de L ; donc η1, . . . ,ηd sont combinaisons line´aires a` coefficients dans C[Z]
des applications ε1, . . . ,εd . Il en re´sulte que pour tout x dans Z , η1(x), . . . ,ηd(x)
sont combinaisons line´aires a` coefficients dans C de ε1(x), . . . ,εd(x) ; donc pour
tout x dans Y˜ , ε1(x), . . . ,εd(x) est une base de β(x). Re´ciproquement, on suppose
que ε1(x), . . . ,εd(x) est une base de β(x) pour tout x dans Y˜ . D’apre`s l’assertion
(ii), pour tout ϕ dans L, il existe des fonctions re´gulie`res a1, . . . ,ad sur Y˜ qui
satisfont l’e´galite´
ϕ(x) = a1(x)ε1(x) + · · ·+ ad(x)εd(x) ,
pour tout x dans Y˜ . Puisque Y˜ est un grand ouvert de X , ces fonctions ont un
prolongement re´gulier a` X car X est une varie´te´ lisse ; donc ε1, . . . ,εd engendrent
le module L. Puisque ε1(x), . . . ,εd(x) sont line´airement inde´pendants pour tout x
dans Y˜ , ε1, . . . ,εd sont line´airement inde´pendants sur C[X ] ; donc ε1, . . . ,εd est
une base de L.
vi) On suppose que L est un module libre. Alors ∧d(L) est un module libre
de rang 1. Soient ε un ge´ne´rateur de ∧d(L), η un ge´ne´rateur de ∧d(L), Z un
ouvert affine de Y˜ et η1, . . . ,ηd des applications re´gulie`res de Z dans V telles que
η1(x), . . . ,ηd(x) soit une base de β(x) pour tout x dans Z . Puisque η1∧ · · · ∧ηd
est une section au dessus Z de la localisation sur X du module ∧d(L), il est le
produit de η et d’une fonction sur Z ; donc η ne s’annule pas sur Z . D’apre`s
(iii), Y˜ est recouvert par des ouverts Z qui ont la proprie´te´ ci-dessus ; donc η
ne s’annule pas sur Y˜ . Puisque ∧d(L) contient η , η est le produit de ε et d’un
e´le´ment p de C[X ]. Alors la varie´te´ des ze´ros de p dans X ne rencontre pas Y˜ ; or
Y˜ est un grand ouvert de X ; donc p est inversible dans C[X ] et ∧d(L) contient
ε , d’ou` l’assertion.
4.2 Soient λ une application line´aire de V dans C[X ] et θλ l’application line´aire
C[X ]⊗C V
θλ−→ C[X ] , a⊗v 7→ aλ(v) ,
ou` a est dans C[X ] et ou` v est dans V .
De´finition 4.2. On appelle complexe canonique associe´ a` λ et on le note C•(λ)
le complexe d’espace C[X ] ⊗C ∧ (V ) dont la diffe´rentielle est la C[X ]-de´rivation
de l’alge`bre C[X ] ⊗C ∧ (V ) qui prolonge θλ . La graduation naturelle de ∧ (V )
induit sur C•(λ) une structure de complexe gradue´.
Soient Kλ et Iλ le noyau et l’image de θλ . Soit L un sous-module de rang r
de Kλ . On appelle espace canonique associe´ a` λ et a` L, l’ide´al C•(λ, L) de C•(λ)
engendre´ par ∧r(L).
Pour π automorphisme de la varie´te´ X , on de´signe par π# l’automorphisme
de l’alge`bre C[X ] ⊗C ∧ (V ) qui a` l’application ϕ de X dans ∧ (V ) associe ϕ◦π
et λpi l’application de V dans C[X ] qui a` l’e´le´ment v associe la fonction λ(v)◦π
sur X .
Lemme 4.3. Soient π un automorphisme de X , d la diffe´rentielle du complexe
C•(λ) et L un sous-module de rang r de Kλ .
i) Le module Kλpi et l’ide´al Iλpi sont les images respectives de Kλ et de Iλ
par π# .
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ii) La diffe´rentielle du complexe C•(λpi) est l’application π
# ◦d◦(π#)−1 .
iii) L’espace C•(λ, L) est un sous-complexe de C•(λ). En outre, l’image par
π# du complexe C•(λ, L) est le sous-complexe C•(λpi, π
#(L)) de C•(λpi).
De´monstration. Les de´monstrations des assertions (i) et (ii) sont donne´es
dans [4](2.1).
iii) Puisque L est contenu dans Kλ , ∧r(L) est un sous-espace du noyau de
d ; or C[X ]⊗C ∧r(V ) est un module sans torsion ; donc ∧r(L) est un sous-espace
du noyau de d. Il en re´sulte que C•(λ, L) est stable par d car d est une de´rivation
de l’alge`bre C[X ] ⊗C ∧ (V ). Puisque ∧r(π#(L)) est l’image de ∧r(L) par π# ,
∧r(π#(L)) et C•(λpi, π#(L)) sont les images respectives de ∧r(L) et de C•(λ, L)
par π# car π# est un automorphisme de l’alge`bre C[X ] ⊗C ∧ (V ) et π#(L) est
un module de rang r .
4.3 Soient W un espace vectoriel et τ une application re´gulie`re de X dans
l’espace des applications line´aires de V dans W .
De´finition 4.4. On appelle complexe canonique associe´ a` τ et on le note
C•(τ) le complexe C•(λ), de´fini en 4.2, ou` λ est l’application line´aire de V dans
C[X ×W ∗] qui a` v associe la fonction (x, w′) 7→ 〈w′, τ(x)(v)〉 .
Si L est un sous-module de Kλ , on note C•(τ, L) le complexe C•(λ, L)
de´fini en 4.2.
On rappelle que W ∗ est le dual de W et que l’alge`bre C[X × W ∗] est
canoniquement isomorphe a` l’alge`bre C[X ]⊗C S(W ).
Lemme 4.5. On note Cτ la varie´te´ des ze´ros de Iλ .
i) La varie´te´ Cτ est l’ensemble des e´le´ments (x, w
′) de X×W ∗ qui satisfont
la condition suivante : w′ est orthogonal a` l’image de τ(x).
ii) Le radical de Iλ est l’ensemble des e´le´ments ϕ de C[X ] ⊗C S(W ) qui
satisfont la condition suivante : pour tout x dans X , ϕ(x) appartient a` l’ide´al de
S(W ) engendre´ par l’image de τ(x).
iii) Pour tout sous-module L de Kλ , le support de l’homologie du complexe
C•(τ, L) est contenu dans Cτ .
De´monstration. Les de´monstrations des assertions (i) et (ii) sont donne´es
dans [4](3.2).
iii) On note respectivement C•(τ) et C•(τ, L) les localisations sur X ×W ∗
des complexes C•(τ) et C•(τ, L). Soit (x, w
′) un point de X ×W ∗ qui n’est pas
dans Cτ . Puisque la forme line´aire w
′ ◦τ(x) n’est pas nulle, il existe un ouvert
affine U de X ×W ∗ qui contient (x, w′) et des applications re´gulie`res ϕ1, . . . ,ϕn
de U dans V qui satisfont les conditions suivantes : pour tout (z, z′) dans U ,
〈z′, τ(z)(ϕn(z, z′))〉 est e´gal a` 1 et ϕ1(z, z′), . . . ,ϕn−1(z, z′) est une base du noyau
de z′ ◦τ(z). On de´signe respectivement par C• et C•(L) les espaces des sections
au dessus de U des complexes C•(τ) et C•(τ, L). Puisque le bord de ϕn est e´gal
a` 1, c est le bord de ϕn ∧ c pour tout cycle c de C• ; or C•(L) contient ϕn ∧ c
s’il contient c ; donc C•(L) est acyclique. Vu l’arbitraire de (x, w
′), Cτ contient le
support de l’homologie du complexe C•(τ, L).
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4.4 L’injection canonique de V dans ∧ (V ) s’e´tend de manie`re unique en une
de´rivation de l’alge`bre S(V )⊗C ∧ (V ) qui est nulle sur la sous-alge`bre 1⊗C ∧ (V ).
On de´signe par D•(V ) le complexe d’espace S(V )⊗C ∧ (V ) dont la diffe´rentielle
est la de´rivation ainsi de´finie. La graduation naturelle de ∧ (V ) induit sur D•(V )
une structure de complexe gradue´.
De´finition 4.6. Soit L un sous-module de rang r de C[X ]⊗CV . Pour k entier
naturel, on pose :
Djk(V, L) =


Sk(L)⊗C[X] ∧r(L) si j = r − 1
Sk−j(V )⊗C ∧r(L) ∧∧j(V ) si j ≥ r
0 si j < r − 1
,
et on note D•k(V, L) la somme directe des sous-espaces D
j
k(V, L) ou` j = 0, 1, . . .
et dk l’endomorphisme C[X ]-line´aire de D
•
k(V, L) qui prolonge l’injection
canonique de Sk(L) ⊗C[X] ∧r(L) dans Sk(V ) ⊗C ∧r(L) et la restriction a`
Sk−i(V )⊗C ∧r(L) ∧ ∧ i(V ) de la diffe´rentielle de C[X ] ⊗C D•(V ) pour i entier
naturel.
Lemme 4.7. Soit k un entier naturel.
i) L’endomorphisme dk est une structure de complexe de cohomologie sur
D•k(V, L).
ii) La cohomologie du complexe D•(V ) est e´gale a` C.
iii) Pour tout sous-espace E de V , D•k(V,E) est un complexe acyclique.
iv) La cohomologie du complexe D•k(V, L) est un C[X ]-module gradue´ de
type fini.
De´monstration. i) Pour tout couple (i, j) d’entiers naturels, l’image de
Si+1(V )⊗C ∧r(L) ∧ ∧j(V ) par la diffe´rentielle du complexe C[X ] ⊗C D•(V ) est
contenue dans Si(V )⊗C ∧r(L) ∧ ∧j+1(V ). En outre, Sk(L)⊗C[X] ∧r(L) est con-
tenu dans le noyau de la restriction de dk a` S
k(V ) ⊗C ∧r(L) ; donc dk est une
structure de complexe.
ii) On montre l’assertion en raisonnant par re´currence sur la dimension de
V . Pour V nul, le complexe D•(V ) est le complexe d’espace C et de diffe´rentielle
nulle. On suppose l’assertion vraie pour tout espace vectoriel de dimension stricte-
ment infe´rieure a` celle de V . Soient d la diffe´rentielle du complexe D•(V ), W un
sous-espace de codimension 1 de V et v un e´le´ment de V qui n’est pas dans W .
Soit a un cocycle homoge`ne de D•(V ). Alors a a un unique de´veloppement
a = vmam + · · ·+ a0 ,
ou` pour tout entier naturel i, ai est un e´le´ment de S(W ) ⊗C ∧ (V ). Si a est de
degre´ nul, alors on a
mvm−1am⊗v + · · ·+ a1⊗v = 0 ;
donc dans ce cas, C contient a. On suppose a de degre´ strictement positif d . Alors
pour tout entier naturel i, on a
ai = a
′
i + a
′′
i ∧ v ,
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ou` a′i et a
′′
i sont respectivement dans S(V )⊗C ∧
d(W ) et S(V )⊗C ∧d−1(W ). De
l’e´galite´
0 =
m∑
i=0
vida′i +
m∑
i=1
ivi−1a′i ∧ v +
m∑
i=0
vida′′i ∧ v ,
on de´duit que a′0, . . . , a
′
m sont des cocycles ; donc d’apre`s l’hypothe`se de re´currence,
pour i = 0, . . . , m, a′i est le cobord d’un e´le´ment bi de S(W ) ⊗C ∧
d−1(W ). Par
suite, il vient
a− d(
m∑
i=0
vibi) = v
ma′′m ∧ v +
m−1∑
i=0
vi((−1)d−1(i+ 1)bi+1 + a
′′
i ) ∧ v ;
donc a′′m et (−1)
d−1(i + 1)bi+1 + a
′′
i sont des cocycles de degre´ d − 1 pour
i = 0, . . . , m− 1. Pour d = 1, il vient
a = d(
m∑
i=0
vibi +
1
m+ 1
vm+1a′′m +
m−1∑
i=0
1
i+ 1
vi+1((i+ 1)bi+1 + a
′′
i )) ;
donc on peut supposer d supe´rieur a` 2. Il re´sulte alors de l’hypothe`se de re´currence
que a′′m est le cobord d’un e´le´ment cm de S(W ) ⊗C ∧
d−2(W ). De meˆme, pour
i = 0, . . . , m − 1, (−1)d−1(i + 1)bi+1 + a′′i est le cobord d’un e´le´ment ci de
S(W )⊗C ∧d−2(V ) ; donc il vient
a = d(
m∑
i=0
vibi +
m∑
i=0
vici ∧ v) ,
d’ou` l’assertion.
iii) On montre en raisonnant par re´currence sur la codimension δ de E
dans V que pour tout entier naturel k , le complexe D•k(V,E) est acyclique. Le
complexe D•k(V, V ) est acyclique par de´finition. On suppose l’assertion vraie pour
δ − 1 et δ strictement positif. Soient W un sous-espace de codimension 1 de V
qui contient E et v un e´le´ment de V qui n’est pas dans W . Soit a un cocycle de
degre´ d du complexe D•k(V,E). Alors a a un unique de´veloppement
a =
m∑
i=0
vi(a′i + a
′′
i ∧ v) ,
ou` pour i = 0, . . . , m, a′i et a
′′
i sont respectivement dans D
d
k−i(W,E) et
Dd−1k−i−1(W,E) ; or d’apre`s l’hypothe`se de re´currence, le complexe D
•
j (W,E) est
acyclique pour tout entier naturel j ; donc par un raisonnement analogue a` celui
de (ii), a est un cobord du complexe D•k(V,E), d’ou` l’assertion.
iv) La diffe´rentielle du complexe D•k(V, L) est C[X ]-line´aire ; donc la coho-
mologie de D•k(V, L) est un sous-quotient du C[X ]-module D
•
k(V, L). En outre,
la cohomologie de D•k(V, L) a une structure naturelle d’espace gradue´ qui est sta-
ble par la structure de C[X ]-module. Par de´finition, D•k(V, L) est somme directe
d’un nombre fini de modules de type fini ; donc la cohomologie de D•k(V, L) est un
C[X ]-module de type fini.
Pour tout x dans X , on note L(x) l’image de L par l’application ϕ 7→ ϕ(x).
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Lemme 4.8. Soit X ′ l’ensemble des e´le´ments x de X tels que L(x) soit de
dimension r .
i) La partie X ′ de X est ouverte et non vide. En outre, pour tout x dans
X ′ , il existe un sous-espace E de V et un ouvert Yx de X qui contient x tels que
E soit un supple´mentaire de L(y) dans V pour tout y dans Yx .
ii) Pour tout entier naturel k , le support dans X de la cohomologie du
complexe D•k(V, L) ne rencontre pas X
′ .
iii) On suppose que X est une varie´te´ normale, que X ′ est un grand ou-
vert de X et que L est un module libre. Alors le complexe D•k(V, L) n’a pas de
cohomologie en degre´ r .
De´monstration. i) Puisque L est de rang r , X contient des e´le´ments x tels
que L(x) soit de dimension r . Soit x dans X ′ . Alors il existe des e´le´ments η1, . . . ,ηr
de L tels que la famille η1(x), . . . ,ηr(x) soit line´airement libre. Il en re´sulte qu’il
existe un sous-espace E de V et un ouvert Yx de X qui contient x tels que E soit
un supple´mentaire dans V du sous-espace engendre´ par η1(y), . . . ,ηr(y) pour tout
y dans Yx . Puisque L est de rang r , pour tout y dans un ouvert non vide de X ,
L(y) est de dimension infe´rieure a` r ; or X est irre´ductible ; donc pour tout y dans
un ouvert non vide de Yx , L(y) est le sous-espace engendre´ par η1(y), . . . ,ηr(y).
Il en re´sulte que pour tout ϕ dans L, le sous-module de L engendre´ par η1, . . . ,ηr
contient le produit de ϕ par un e´le´ment non nul de C[X ]. Par suite, il vient
ϕ(y) ∧ η1(y)∧ · · ·∧ηr(y) = 0 ,
pour tout y dans Yx et pour tout ϕ dans L ; donc L(y) est le sous-espace engendre´
par η1(y), . . . ,ηr(y) pour tout y dans Yx . Par suite, X
′ contient Yx . En outre, E
et Yx satisfont la condition de l’assertion. Il en re´sulte que X
′ est recouvert par
des ouverts affines Y qui ont les proprie´te´s suivantes :
1) la restriction de L a` Y est libre,
2) il existe un sous-espace E de V qui est un supple´mentaire de L(x) dans
V pour tout x dans Y ,
en de´signant par L la localisation de L sur X .
ii) Soient k un entier naturel et Y un ouvert affine de X ′ qui satisfait les
conditions (1) et (2). On note LY l’espace des sections de L au dessus de Y .
Alors D•k(V, LY ) est l’espace des sections au dessus de Y de la localisation sur
X de D•k(V, L). Vu l’arbitraire de Y , il s’agit de montrer que D
•
k(V, LY ) est un
complexe acyclique.
Soit x0 dans Y . De la condition (2), on de´duit qu’il existe une application
re´gulie`re de Y dans GL(V ) qui a` l’e´le´ment x associe l’automorphisme line´aire qui
prolonge l’identite´ de E et la restriction a` LY (x) de la projection line´aire de V sur
LY (x0) de noyau E . Soit τ l’automorphisme de l’alge`bre C[Y ]⊗C S(V )⊗C ∧ (V )
qui a` l’e´le´ment ϕ associe l’application x 7→ τ(x)(ϕ(x)) de Y dans S(V )⊗C ∧ (V ).
Les images de LY et de D
•
k(V, LY ) sont respectivement e´gales a` C[Y ] ⊗C LY (x0)
et a` C[Y ] ⊗C D•k(V, LY (x0)). En outre, la restriction de τ a` D
•
k(V, LY ) est un
isomorphisme du complexe D•k(V, LY ) sur le complexe C[Y ] ⊗C D
•
k(V, LY (x0)) ;
donc d’apre`s l’assertion (iii) du lemme 4.7, le complexe D•k(V, LY ) est acyclique.
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iii) On note dk la diffe´rentielle du complexe D
•
k(V, L). Soit a un cocycle de
degre´ r du complexe D•k(V, L). D’apre`s l’assertion (ii), la restriction de a a` Y est
l’image d’un unique e´le´ment ϕ de Sk(LY ) ⊗C[Y ] ∧r(LY ) par dk . Vu l’arbitraire
de l’ouvert Y de X ′ satisfaisant les conditions (1) et (2) de (i), la restriction de
a a` X ′ est l’image par dk d’une section au dessus de X
′ de la localisation sur
X de Sk(L)⊗C[X] ∧r(L). Puisque L est un module libre, Sk(L)⊗C[X] ∧r(L) est
un module libre et toute section au dessus de X ′ de la localisation sur X de
Sk(L)⊗C[X] ∧r(L) est la restriction a` X ′ d’un e´le´ment b de Sk(L)⊗C ∧r(L) car
X ′ est un grand ouvert de la varie´te´ normale X ; donc a est e´gal a` db.
Corollaire 4.9. Soient k un entier naturel et L′ un sous-module de C[X ]⊗CV .
On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
1) pour tout x dans X , L′(x) est de dimension r ,
2) pour tout x dans un ouvert non vide de X , L(x) est e´gal a` L′(x),
3) les modules ∧r(L) et ∧r(L′) sont libres.
Alors le complexe D•k(V, L) n’a pas de cohomologie en degre´ diffe´rent de r .
De´monstration. D’apre`s la condition (1) et la de´monstration de l’assertion
(ii) du lemme 4.1, l’e´le´ment ϕ de C[X ] ⊗C V appartient a` L′ si et seulement si
L′(x) contient ϕ(x) pour tout x dans un ouvert non vide de X car X est une
varie´te´ affine. En particulier, L est un sous-module de L′ d’apre`s la condition (2).
D’apre`s la condition (1) et l’assertion (ii) du lemme 4.8, le complexe D•k(V, L
′) est
acyclique. Par de´finition, le complexe D•k(V, L) n’a pas de cohomologie en degre´
infe´rieur a` r− 1. D’apre`s la condition (2), L′ et L sont des sous-modules de rang
r ; donc d’apre`s la condition (3), il existe un e´le´ment non nul p de C[X ] tel que
∧r(L) soit e´gal a` p∧r(L′). Soit a un cocycle de degre´ i, strictement supe´rieur a`
r , du complexe D•k(V, L). Alors on a a = pb ou` b est un cocycle de degre´ i du
complexe D•k(V, L
′). Soit c un e´le´ment de Di−1k (V, L
′) dont le cobord est e´gal a`
b. Alors Di−1k (V, L) contient pc car i est strictement supe´rieur a` r ; or a est le
cobord de pc ; donc a est un cobord du complexe D•k(V, L).
4.5 Pour tout point x de X , on note mx l’ide´al maximal de OX,x et OˆX,x le
comple´te´ de OX,x pour la topologie mx -adique. Soit Y une sous-varie´te´ ferme´e
de codimension m de X qui a les proprie´te´s suivantes : pour tout x dans Y ,
l’ide´al de de´finition de Y dans OX,x est engendre´ par m coordonne´es y1, . . . ,ym ,
OX,x contient OY,x et l’application canonique de l’anneau de se´ries formelles
OY,x[[y1, . . . ,ym]] dans OˆX,x est un plongement dont l’image contient OX,x . On
note mx,Y l’ide´al de de´finition de Y dans OX,x . Pour tout espace vectoriel E , pour
tout m-uplet µ d’entiers naturels l1, . . . ,lm et pour tout e´le´ment ψ de OX,x⊗CE ,
on de´signe par ψµ le coefficient de y
l1
1 · · · y
lm
m dans le de´veloppement de ψ suivant
les puissances de y1, . . . ,ym . Alors ψµ appartient a` OY,x ⊗C E pour tout µ .
Lemme 4.10. Soient L un sous-module de C[X ] ⊗C V et LY le module des
restrictions a` Y des e´le´ments de L. Soient l un entier naturel et j un entier
supe´rieur au rang de L. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
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1) le C[X ]-module L et le C[Y ]-module LY sont des modules libres de rang
r ,
2) le complexe D•l (V, LY ) n’a pas de cohomologie en degre´ j .
Alors le support dans X du j -ie`me groupe de cohomologie du complexe D•l (V, L)
ne rencontre pas Y .
De´monstration. Soient M un C[X ]-module de type fini, N et N ′ deux sous-
modules de M tels que N contienne N ′ . Dire que le support dans X du quotient
des modules N et N ′ ne rencontre pas Y revient a` dire que pour tout x dans
Y , les deux modules OX,x ⊗C[X] N et OX,x ⊗C[X] N
′ sont e´gaux. Dans ce qui
suit, on fixe un point x de Y et des ge´ne´rateurs y1, . . . ,ym de mx,Y . De´signant
par M0,M1, . . . la suite de´croissante de sous-modules de OX,x ⊗C[X] M telle que
mkx,Y ⊗C[X] M soit e´gale a` Mk pour tout k , l’e´galite´ des modules OX,x ⊗C[X]N et
OX,x ⊗C[X] N
′ est e´quivalente a` l’inclusion
N ∩Mk ⊂ OX,x ⊗C[Y ] N
′ +Mk+1 ,
pour tout entier naturel k . On note η1, . . . ,ηr une base de L. Alors d’apre`s la
condition (1), la suite η1, . . . ,ηr des restrictions a` Y des e´le´ments de la suite
η1, . . . ,ηr est une base du module LY .
Soient M le module OX,x ⊗C[X] D
j
l (V, L), Z
j(V, L) l’espace des cocycles
de degre´ j du complexe OX,x ⊗C[X] D
•
l (V, L) et B
j(V, L) l’espace des cobords de
degre´ j du complexe OX,x ⊗C[X] D•l (V, L). Soient k un entier naturel et ψ dans
l’intersection de Zj(V, L) et de Mk . D’apre`s la remarque pre´liminaire, il s’agit de
montrer que ψ est la somme d’un e´le´ment de OX,x⊗C[X]B
j(V, L) et d’un e´le´ment
de Mk+1 . Soit κ un m-uplet d’entiers naturels de somme k . Puisque η1, . . . ,ηr est
une base de LY , ψκ est un cocycle de degre´ j du complexe D
•
l (V, LY ) car j est
supe´rieur a` r ; donc d’apre`s la condition (2), ψκ est le cobord d’un e´le´ment ϕκ de
OX,x ⊗C[X] D
j−1
l (V, LY ). De´signant par ϕ˜κ un e´le´ment de OX,x ⊗C[X] D
j−1
l (V, L)
qui prolonge ϕκ et posant :
ϕ =
∑
κ=(k1,...,km)
k1+···+km=k
yk11 · · · y
km
m ϕ˜κ ,
ψ est la somme du cobord de ϕ et d’un e´le´ment de Mk+1 , d’ou` le lemme.
5. Sous-module caracte´ristique.
Soi Lg le sous-module des e´le´ments ϕ du S(g)-module S(g) ⊗C g qui
satisfont la condition suivante : pour tout x dans g, ϕ(x) centralise x. D’apre`s
[6](§2), Lg est un module libre de rang rkg. On note gr l’ensemble des e´le´ments
re´guliers de g. Par de´finition, x est dans gr si et seulement si g(x) est de dimension
rkg. On introduit dans cette section un sous-module Bg de S(g) ⊗C S(g) ⊗C g,
appele´ sous-module caracte´ristique pour g, et on en donne quelques proprie´te´s.
On rappelle que bg de´signe la dimension des sous-alge`bres de Borel de g.
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5.1 Le groupe Aut(g) des automorphismes de g ope`re dans g× g par l’action
diagonale. Pour tout e´le´ment g de GL2(C), on note κg l’automorphisme line´aire
de g× g,
(x, y) 7→ (ax+ by, cx+ dy) ou` g =
[
a b
c d
]
.
On de´finit ainsi une action de GL2(C) dans g × g. Pour tout (x, y) dans g × g,
on de´signe par V′(x, y) la somme des sous-espaces g(ax + by) ou` (a, b) est dans
C2\{0} . Alors pour tout (x, y) dans g× g, on a
g−1(V′(g(x), g(y))) = V′(κh(x, y)) = V
′(x, y) ,
pour tout g dans Aut(g) et pour tout h dans GL2(C).
Lemme 5.1. Soit Ωg l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g× g tels que gr con-
tienne ax+ by pour tout (a, b) dans C2\{0}.
i) Le sous-ensemble Ωg de g× g est un grand ouvert.
ii) Soit Ω′g l’ensemble des e´le´ments (x, y) de Ωg tels que V
′(x, y) soit de
dimension maximale. Alors Ω′g est un ouvert de g× g.
iii) Les sous-ensembles Ωg et Ω
′
g sont invariants pour les actions de Aut(g)
et de GL2(C).
De´monstration. i) Soient τ l’application
g× g× (C2\{0})→ g , (x, y, a, b) 7→ ax+ by ,
et X l’image re´ciproque de g\gr par τ . On de´signe par Y l’image de X par la
projection canonique de g×g×(C2\{0}) sur g×g. La partie X de g×g×(C2\{0})
est ferme´e car gr est un ouvert de g. On note X˜ l’image de X par l’application
canonique de g× g× (C2\{0}) sur g× g× P1(C). Puisque gr est un coˆne, X est
l’image re´ciproque de X˜ ; donc X˜ est ferme´ dans g× g× P1(C). Il en re´sulte que
Y est ferme´ dans g×g. Par de´finition, Ωg est le comple´mentaire de Y dans g×g ;
donc Ωg est ouvert dans g× g.
On suppose que Y a une composante irre´ductible Y1 de codimension 1
dans g×g. Il s’agit d’aboutir a` une contradiction. Puisque Y1 est une composante
irre´ductible de Y , Y1 est l’image d’une composante irre´ductible X1 de X . Le
morphisme τ est une submersion en tout point ; donc τ est un morphisme lisse
et la codimension de X dans g × g× C2\{0} est e´gale a` la codimension de g\gr
dans g. D’apre`s [19](Theorem 4.12), la codimension de g\gr est e´gale a` 3 ; donc
la dimension de X1 est e´gale a` 2dimg − 1. Il en re´sulte que pour tout (x, y)
dans un ouvert non vide de Y1 , l’ensemble des e´le´ments (a, b) de C
2\{0} tels
que X1 contienne (x, y, a, b), est fini. Si X1 contient (x, y, a, b), alors X1 contient
(x, y, ta, tb) pour tout e´le´ment non nul t de C car gr est un coˆne et X1 est une
composante irre´ductible de X , d’ou` la contradiction.
ii) Soit (x, y) un e´le´ment de Ωg tel que V
′(x, y) soit de dimension
maximale. Puisque V′(x, y) est de dimension finie, il existe un nombre fini
(a1, b1), . . . , (ak, bk) d’e´le´ments de C
2\{0} tels que V′(x, y) soit la somme des sous-
espaces g(a1x+ b1y), . . . , g(akx+ bky). Soit ε1, . . . ,εrkg une base de Lg. D’apre`s
l’assertion (v) du lemme 4.1, pour tout e´le´ment re´gulier v de g, ε1(v), . . . ,εrkg(v)
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est une base de g(v) ; donc il existe des suites d’entiers i1,1, . . . ,il1,1, . . . , i1,k, . . . ,ilk,k
dans {1, . . . , rkg} telles que la suite
εi1,1(a1x+ b1y) ,. . . , εil1,1(a1x+ b1y) , . . .
. . . , εi1,k(akx+ bky) ,. . . , εilk,k(akx+ bky) ,
soit une base de V′(x, y). Pour tout (x′, y′) dans un ouvert de g × g contenant
(x, y), l’ensemble des e´le´ments
εi1,1(a1x
′ + b1y
′) ,. . . , εil1,1(a1x
′ + b1y
′) , . . .
. . . , εi1,k(akx
′ + bky
′) ,. . . , εilk,k(akx
′ + bky
′) ,
est une partie libre de V′(x′, y′) ; donc pour tout (x′, y′) dans un ouvert de Ωg
contenant (x, y), V′(x, y) et V′(x′, y′) ont meˆme dimension d’apre`s la maximalite´
de la dimension de V′(x, y), d’ou` l’assertion.
iii) Soit (x, y) dans Ωg. Puisque gr est Aut(g)-invariant, Ωg contient
l’orbite de (x, y) pour l’action de Aut(g). Le plan Px,y de g, engendre´ par x
et y , ne de´pendant que de l’orbite de (x, y) sous l’action de GL2(C), Ωg contient
l’orbite de (x, y) pour l’action de GL2(C). D’apre`s les e´galite´s
g−1(V′(g(x), g(y))) = V′(κh(x, y)) = V
′(x, y) ,
pour tout g dans Aut(g) et pour tout h dans GL2(C), Ω
′
g contient les orbites de
ses e´le´ments sous les actions de Aut(g) et GL2(C), d’ou` l’assertion.
Corollaire 5.2. Soit d la dimension de V′(x, y) pour (x, y) dans Ω′g. Alors
l’application (x, y) 7→ V′(x, y) de Ω′g dans Grd(g) est re´gulie`re.
De´monstration. Soit (x, y) dans Ω′g. Selon les notations de la de´monstration
de l’assertion (ii) du lemme 5.1, pour tout (x′, y′) dans un ouvert de Ωg contenant
(x, y), la famille
εi1,1(a1x
′ + b1y
′) ,. . . , εil1,1(a1x
′ + b1y
′) , . . .
. . . , εi1,k(akx
′ + bky
′) ,. . . , εilk,k(akx
′ + bky
′) ,
est une base de V′(x′, y′). L’application (x′, y′) 7→ εi,j(ajx′ + bjy′) e´tant re´gulie`re
pour tout (i, j), l’application (x′, y′) 7→ V′(x′, y′) est re´gulie`re en (x, y), d’ou`
l’assertion.
5.2 Soient p1, . . . ,prkg des e´le´ments homoge`nes de S(g) qui engendrent la sous-
alge`bre des e´le´ments G-invariants de S(g). Pour i = 1, . . . , rkg, pour (x, y) dans
g× g et pour (a, b) dans C2 , on a un unique de´veloppement
pi(ax+ by) =
∑
(m,n)∈N2
ambnpi,m,n(x, y) ,
ou` pi,m,n est un e´le´ment de S(g)⊗CS(g) qui est nul de`s que m ou n est assez grand.
Puisque pi est G-invariant, les e´le´ments pi,m,n sont G-invariants pour l’action de
G dans l’alge`bre S(g)⊗CS(g) qui prolonge l’action diagonale de G dans g×g. Pour
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i = 1, . . . , rkg et pour (m,n) dans N2 , on note εi l’e´le´ment de S(g)⊗C g et εi,m,n
l’e´le´ment de S(g)⊗CS(g)⊗Cg qui sont de´finis par la condition suivante : pour tout
(x, y) dans g× g, les formes line´aires sur g, v 7→ 〈εi(x), v〉 et v 7→ 〈εi,m,n(x, y), v〉
sont respectivement les diffe´rentielles en x des fonctions pi et x 7→ pi,m,n(x, y) sur
g. D’apre`s [6](§2), ε1, . . . ,εrkg est une base de Lg. On note E le sous-ensemble de
S(g)⊗C S(g)⊗C g,
E = {εi,m,n ; m ∈ N\{0} , n ∈ N , m+ n = di , i = 1, . . . , rkg} ,
ou` di est le degre´ de pi pour i = 1, . . . , rkg, et e(x, y) l’image de E par
l’application ϕ 7→ ϕ(x, y) pour tout (x, y) dans g× g.
Lemme 5.3. i) Pour i = 1, . . . , rkg et pour tout (m,n) dans N2 , pi,m,n est
homoge`ne de degre´ m en la premie`re composante sur g× g et homoge`ne de degre´
n en la deuxie`me composante sur g × g. En outre, pi,m,n est nul si m + n est
diffe´rent de di .
ii) Pour tout (x, y) dans g× g et pour i = 1, . . . , rkg, on a
εi(ax+ by) =
di∑
m=1
am−1bdi−mεi,m,di−m(x, y) ,
pour tout (a, b) dans C2 .
iii) Pour tout (x, y) dans Ωg, e(x, y) engendre le sous-espace V
′(x, y).
iv) Pour i = 1, . . . , rkg et pour tout (m,n) dans N2 , εi,m,n(x, y) est or-
thogonal a` [x, y] pour tout (x, y) dans N2 .
v) Pour i = 1, . . . , rkg et pour tout (g,m, n) dans G×N2 , εi,m,n(g(x), g(y))
est e´gal a` g(εi,m,n(x, y)).
De´monstration. i) Soient i = 1, . . . , rkg et (x, y) dans g × g. Pour tout
(a, b, t) dans C3 , on a∑
(m,n)∈N2
ambnpi,m,n(tx, y) = pi(atx+ by) =
∑
(m,n)∈N2
ambntmpi,m,n(x, y) ;
donc pour tout (m,n) dans N2 , pi,m,n(tx, y) est e´gal a` t
mpi,m,n(x, y) pour tout t
dans C. On montre de meˆme que pi,m,n est homoge`ne de degre´ n en la deuxie`me
composante sur g × g. Puisque pi est homoge`ne de degre´ di , le degre´ total de
pi,m,n est e´gal a` di pour tout (m,n) ; donc pi,m,n est nul si m+ n est diffe´rent de
di .
ii) Soient i = 1, . . . , rkg, (x, y) dans g×g et v un e´le´ment de g. Pour tout
e´le´ment (a, b) de C2 tel que a soit non nul, on a
〈εi(ax+ by), v〉 =
d
dt
pi(ax+ by + tv) | t=0
=
∑
(m,n)∈N2
ambn
d
dt
pi,m,n(x+ ta
−1v, y) | t=0 =
∑
(m,n)∈N2
ambn〈εi,m,n(x, y), a
−1v〉 .
L’assertion re´sulte alors de l’assertion (i).
J-Y. Charbonnel 19
iii) Soient (x, y) dans Ωg et v un e´le´ment de g. D’apre`s l’assertion (ii), v
est orthogonal a` εi,m,n(x, y) pour tout (m,n) dans (N\{0})×N si et seulement si
v est orthogonal a` εi(ax + by) pour tout (a, b) dans C
2 ; donc v est orthogonal
a` e(x, y) si et seulement si v est orthogonal a` ε1(ax+ by), . . . ,εrkg(ax+ by) pour
tout (a, b) dans C2 . Pour tout e´le´ment non nul (a, b) de C2 , gr contient ax+ by ;
donc d’apre`s l’assertion (v) du lemme 4.1, ε1(ax + by), . . . ,εrkg(ax + by) est une
base de g(ax+ by). Il en re´sulte que v est orhogonal a` V′(x, y) si et seulement si
v est orthogonal a` e(x, y), d’ou` l’assertion.
iv) Soient i = 1, . . . , rkg et (x, y) dans g × g. D’apre`s la proprie´te´
d’invariance de 〈., .〉 , pour tout e´le´ment (a, b) de C2 tel que a soit non nul, on a
〈εi(ax+ by), [x, y]〉 = a
−1〈εi(ax+ by), [ax+ by, y]〉
= a−1〈[εi(ax+ by), ax+ by], y〉 = 0 ,
car g(ax+by) contient εi(ax+by). Il re´sulte alors de l’assertion (ii) que εi,m,n(x, y)
est orthogonal a` [x, y] pour tout couple (m,n) d’entiers naturels tels que m soit
non nul ; or par de´finition, εi,0,n(x, y) est nul pour tout n ; donc εi,m,n(x, y) est
orthogonal a` [x, y] pour tout (m,n) dans N2 .
v) Soient i = 1, . . . , rkg et (m,n) dans N2 . Puisque pi est G-invariant,
pi,m,n est G-invariant ; donc pour tout g dans G et pour tout v dans g, on a
〈εi,m,n(g(x), g(y)), v〉 =
d
dt
pi,m,n(x+ tg
−1(v), y) | t=0 = 〈εi,m,n(x, y), g
−1(v)〉 ,
pour tout (x, y) dans g× g, d’ou` l’assertion.
Corollaire 5.4. Soit Λg l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g×g tels que e(x, y)
soit de rang maximum.
i) Le cardinal de E est infe´rieur a` bg.
ii) Pour tout (x, y) dans Ωg, la dimension de V
′(x, y) est infe´rieure a` bg.
iii) La partie Λg de g× g est un ouvert G-invariant qui contient Ω′g.
De´monstration. i) Par de´finition, E a au plus d1+ · · ·+drkg e´le´ments dis-
tincts ; or d’apre`s [1](Ch. V, §5, Proposition 3), cette somme est e´gale a` bg ; donc
le cardinal de E est infe´rieur a` bg.
ii) D’apre`s (i), pour tout (x, y) dans g×g, le cardinal de e(x, y) est infe´rieur
a` bg ; donc d’apre`s l’assertion (iii) du lemme 5.3, pour tout (x, y) dans Ωg, la
dimension de V′(x, y) est infe´rieure a` bg.
iii) Par de´finition, Λg est ouvert dans g × g. Cet ouvert est G-invariant
d’apre`s l’assertion (v) du lemme 5.3. En outre, d’apre`s l’assertion (iii) du lemme
5.3, Λg contient Ω
′
g car Ω
′
g est l’ensemble des e´le´ments (x, y) de Ωg tels que
V′(x, y) soit de dimension maximale.
5.3 On suppose que g n’est pas une alge`bre de Lie commutative. Soient (ξ, ρ, η)
un sl2 -triplet principal de l’alge`bre de´rive´e de g. Par de´finition, on a
[ξ, η] = ρ , [ρ, ξ] = 2ξ , [ρ, η] = −2η .
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Puisque ξ est un e´le´ment nilpotent re´gulier de g, il existe une unique sous-alge`bre
de Borel b de g qui contient ξ . En outre, le centralisateur h de ρ dans g est une
sous-alge`bre de Cartan de g qui est contenue dans b. On de´signe par R le syste`me
de racines de h dans g et par R+ le syste`me de racines positives de R de´fini par
b. Pour tout α dans R , gα de´signe le sous-espace radiciel de racine α .
Lemme 5.5. i) L’ouvert Ωg contient (ρ, ξ).
ii) L’espace V′(ρ, ξ) est e´gal a` la somme des sous-espaces
h, [ξ, h], (adξ)2(h), . . ..
iii) L’espace V′(ρ, ξ) est e´gal a` b.
De´monstration. i) Pour tout t dans C, ρ + 2tξ est e´gal a` exp(−tadξ)(ρ) ;
donc ρ + 2tξ est un e´le´ment semi-simple re´gulier de g. En outre, ξ est re´gulier ;
donc Ωg contient (ρ, ξ) car gr est un coˆne.
ii) Soit V la somme des sous-espaces h, [ξ, h], (adξ)2(h), . . .. Puisque g(ρ)
est e´gal a` h, pour tout t dans C, le centralisateur de ρ + 2tξ dans g est e´gal
a` exp(−tadξ)(h). Si ϕ est une forme line´aire sur g qui est nulle sur V′(ρ, ξ),
alors pour tout v dans h, ϕ est nul en (adξ)i(v) pour tout entier naturel i ; donc
V′(ρ, ξ) contient V . Re´ciproquement, V contient g(ρ+ 2tξ) pour tout t dans C.
Pour tout a dans C\{0} , g(aρ + bξ) est e´gal a` g(ρ + a−1bξ) ; donc V contient
g(aρ + bξ) pour tout a dans C\{0} . Puisque ξ est un e´le´ment nilpotent re´gulier
de g, g(ξ) est la limite dans Grrkg(g) de g(aρ+ ξ) quand a tend vers 0 ; donc V
contient g(ξ), d’ou` l’assertion.
iii) Soient u le sous-espace des e´le´ments nilpotents de b et u− la somme
des sous-espaces gα ou` α est dans −R+ . D’apre`s l’assertion (ii), b contient
V′(ρ, ξ). On suppose que b contient strictement V′(ρ, ξ). Il s’agit d’aboutir a`
une contradiction. Soit V′(ρ, ξ)⊥ l’orthogonal de V′(ρ, ξ) dans g. Alors V′(ρ, ξ)⊥
contient strictement u . Puisque [ρ, ξ] est e´gal a` 2ξ , V′(ρ, ξ) et V′(ρ, ξ)⊥ sont
stables par adρ et adξ d’apre`s l’assertion (ii). Le sous-espace u e´tant la somme
des sous-espaces propres de adρ pour les valeurs propres strictement positives, la
restriction de adρ a` V′(ρ, ξ)⊥ a une valeur propre ne´gative. Soient i la plus grande
valeur propre ne´gative de la restriction de adρ a` V′(ρ, ξ)⊥ et v un vecteur propre
non nul de cet endomorphisme pour la valeur propre i. Alors [ξ, v] est un vecteur
propre de la restriction de adρ a` V′(ρ, ξ)⊥ pour la valeur propre i+2 car [ρ, ξ] est
e´gal a` 2ξ ; or [ξ, v] n’est pas nul car u contient g(ξ) ; donc d’apre`s la maximalite´
de i, i est nul et v appartient a` h car g(ρ) est e´gal a` h. Ceci est absurde car h
est un sous-espace de V′(ρ, ξ) dont l’orthogonal dans g a une intersection nulle
avec h.
Corollaire 5.6. i) Pour tout (x, y) dans Ω′g, V
′(x, y) est de dimension bg.
ii) Pour tout (x, y) dans Ω′g, le sous-ensemble e(x, y) est une partie libre
de g, de cardinal bg.
iii) Le sous-ensemble E de S(g)⊗CS(g)⊗C g est une partie libre de cardinal
bg.
De´monstration. i) D’apre`s l’assertion (i) du lemme 5.5, Ωg contient (ρ, ξ) ;
donc d’apre`s l’assertion (iii) du lemme 5.5 et le corollaire 5.4, Ω′g contient (ρ, ξ).
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Il en re´sulte que pour tout (x, y) dans Ω′g, les dimensions de V
′(x, y) et de b sont
e´gales.
ii) D’apre`s l’assertion (iii) du lemme 5.3, e(x, y) engendre V′(x, y) pour
tout (x, y) dans Ωg ; or e(x, y) a au plus bg e´le´ments d’apre`s l’assertion (i) du
corollaire 5.4 ; donc pour tout (x, y) dans Ω′g, e(x, y) est une partie libre de g, de
cardinal bg, d’apre`s l’assertion (i).
iii) Pour tout (x, y) dans g× g, e(x, y) est l’image de E par l’application
ϕ 7→ ϕ(x, y) ; or d’apre`s l’assertion (ii) du lemme 5.1, Ω′g est un ouvert de g× g ;
donc d’apre`s l’assertion (ii), E est une partie libre de S(g)⊗C S(g)⊗C g. D’apre`s
l’assertion (i) du corollaire 5.4, le cardinal de E est infe´rieur a` bg ; donc d’apre`s
l’assertion (ii), le cardinal de E est e´gal a` bg.
Corollaire 5.7. Pour g alge`bre de Lie re´ductive quelconque, l’ouvert Λg de
g× g est un grand ouvert.
De´monstration. Si g est une alge`bre de Lie commutative, Λg est e´gal a` g×g.
On peut donc supposer que g n’est pas une alge`bre de Lie commutative. D’apre`s
l’assertion (iii) du corollaire 5.4, Λg est un ouvert G-invariant de g×g. On suppose
que Λg n’est pas un grand ouvert de g. Il s’agit d’aboutir a` une contradiction.
Alors le comple´mentaire de Λg dans g × g a une composante irre´ductible Σ de
codimension 1 dans g × g. D’apre`s l’assertion (i) du lemme 5.1, Σ rencontre
Ωg. En outre, d’apre`s le corollaire 5.4, l’intersection Σ
′ de Σ et de Ωg est une
composante irre´ductible du comple´mentaire de Ω′g dans Ωg ; or d’apre`s l’assertion
(iii) du lemme 5.3, pour tout (x, y) dans Ωg, V
′(x, y) ne de´pend que du sous-
espace engendre´ par x et y ; donc Σ′ et Σ sont stables pour l’action de GL2(C).
En outre, Σ est G-invariant car Λg est G-invariant. Soient s le sous-espace de g
engendre´ par ξ , ρ, η , S le sous-groupe ferme´ connexe de G dont l’alge`bre de Lie
est l’image de s par la repre´sentation adjointe de s et T l’intersection de Σ et de
s× s. Puisque Σ est une hypersurface de g× g, la codimension de T dans s× s
est infe´rieure a` 1. En outre, T est invariant pour les actions de S et de GL2(C) ;
donc d’apre`s le lemme 8.1, T contient (ρ, ξ). Ceci est absurde car Λg contient
(ρ, ξ) d’apre`s l’assertion (iii) du lemme 5.5.
Pour tout (x, y) dans g× g, on note V(x, y) le sous-espace de g engendre´
par e(x, y).
Proposition 5.8. Soit Bg le sous-module des e´le´ments ϕ de S(g)⊗C S(g)⊗C g
tels que V′(x, y) contienne ϕ(x, y) pour tout (x, y) dans un ouvert non vide de
g× g.
i) L’e´le´ment ϕ de S(g) ⊗C S(g) ⊗C g appartient a` Bg si et seulement si
V′(x, y) contient ϕ(x, y) pour tout (x, y) dans Ω′g.
ii) L’e´le´ment ϕ de S(g) ⊗C S(g) ⊗C g appartient a` Bg si et seulement si
V(x, y) contient ϕ(x, y) pour tout (x, y) dans Λg.
iii) Le module Bg est un module libre de rang e´gal a` bg. En outre, E est
une partie libre et ge´ne´ratrice de Bg.
iv) Pour tout g dans Aut(g) et pour tout ϕ dans Bg, Bg contient l’ap-
plication (x, y) 7→ g−1 ◦ϕ(g(x), g(y)).
v) Pour tout g dans GL2(C) et pour tout ϕ dans Bg, Bg contient ϕ◦κg .
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De´monstration. Si g est une alge`bre de Lie commutative, Bg est e´gal a`
S(g) ⊗C S(g) ⊗C g car V(x, y) est e´gal a` g pour tout (x, y) dans g × g. On
peut donc supposer que g n’est pas une alge`bre de Lie commutative.
i) Soit ϕ dans S(g) ⊗C S(g) ⊗C g. D’apre`s l’assertion (ii) du lemme 5.1,
Bg contient ϕ si et seulement si V
′(x, y) contient ϕ(x, y) pour tout (x, y) dans
un ouvert non vide de Ω′g ; donc d’apre`s le corollaire 5.2 et par un argument de
continuite´, Bg contient ϕ si et seulement si V
′(x, y) contient ϕ(x, y) pour tout
(x, y) dans Ω′g.
ii) Soit ϕ dans S(g) ⊗C S(g) ⊗C g. L’application (x, y) 7→ V(x, y) est
une application re´gulie`re de Λg dans Grbg(g). En outre, sa restriction a` Ω
′
g est
l’application (x, y) 7→ V′(x, y) d’apre`s l’assertion (iii) du lemme 5.3 ; donc Bg
contient ϕ si et seulement si V(x, y) contient ϕ(x, y) pour tout (x, y) dans Λg.
iii) D’apre`s l’assertion (ii), Bg contient E et d’apre`s l’assertion (iii) du corol-
laire 5.6, E est une partie libre de cardinal bg de S(g)⊗CS(g)⊗Cg. Soit ϕ1, . . . ,ϕbg
les e´le´ments de E . Par de´finition, pour tout (x, y) dans Λg, ϕ1(x, y), . . . ,ϕbg (x, y)
est une base de V(x, y) ; donc d’apre`s l’assertion (ii), pour tout ϕ dans Bg, il
existe des fonctions re´gulie`res ψ1, . . . ,ψbg sur Λg qui satisfont l’e´galite´
ϕ(x, y) = ψ1(x, y)ϕ1(x, y) + · · ·+ ψbg (x, y)ϕbg(x, y) ,
pour tout (x, y) dans Λg. D’apre`s le corollaire 5.7, Λg est un grand ouvert de
g × g ; donc les fonctions re´gulie`res ψ1, . . . ,ψbg ont un prolongement re´gulier a`
g × g car g × g est une varie´te´ normale. Il en re´sulte que Bg est engendre´ par
ϕ1, . . . ,ϕbg , d’ou` l’assertion.
iv) Pour tout g dans Aut(g) et pour tout (x, y) dans Ω′g, Ω
′
g contient
(g(x), g(y)) et V′(g(x), g(y)) est e´gal a` g(V′(x, y)) ; donc d’apre`s l’assertion (i), Bg
contient ϕ si et seulement si Bg contient l’application (x, y) 7→ g−1 ◦ϕ(g(x), g(y)).
v) Soit g dans GL2(C). Pour tout (x, y) dans Ω
′
g, Ω
′
g contient κg(x, y) et
V(κg(x, y)) est e´gal V(x, y) car le sous-espace engendre´ par x et y ne de´pend que
de l’orbite de (x, y) sous l’action de GL2(C). L’assertion re´sulte alors de l’assertion
(i).
Corollaire 5.9. L’ouvert Λg de g× g est invariant pour les actions de Aut(g)
et de GL2(C) dans g× g.
De´monstration. D’apre`s l’assertion (iii) de la proposition 5.8, pour tout (x, y)
dans g × g, V(x, y) est l’image de Bg par l’application ϕ 7→ ϕ(x, y) ; or Λg
est l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g × g tels que V(x, y) soit de dimension
maximale ; donc d’apre`s l’assertion (iv) de la proposition 5.8, pour tout g dans
Aut(g), Λg contient (g(x), g(y)) s’il contient (x, y). De meˆme, d’apre`s l’assertion
(v) de la proposition 5.8, pour tout h dans GL2(C), Λg contient (g(x), g(y)) s’il
contient (x, y).
5.4 On rappelle que l’ouvert Ω′g de g× g est introduit au lemme 5.1.
Lemme 5.10. Soit p une sous-alge`bre parabolique de g.
i) L’intersection de Ω′g et de p× p est non vide.
ii) Pour tout x dans l’intersection de gr et de p, p contient g(x).
iii) Pour tout (x, y) dans p× p, V(x, y) est un sous-espace de p.
J-Y. Charbonnel 23
De´monstration. i) Puisque p est une sous-alge`bre parabolique de g, p con-
tient une sous-alge`bre de Borel b de g ; or Ω′g rencontre b × b d’apre`s le lemme
5.5 ; donc Ω′g rencontre p× p .
ii) Puisque p contient b, l’intersection de p et de gr est un ouvert non vide
de p ; or l’application x 7→ g(x) est une application re´gulie`re de gr dans Grrkg(g) ;
donc il suffit de montrer que p contient g(x) pour tout x dans un ouvert non vide
de p . Soient l un facteur re´ductif de p , pu l’ensemble des e´le´ments nilpotents du
radical de p et Pu le sous-groupe ferme´, irre´ductible de G dont l’alge`bre de Lie est
l’image de pu par la repre´sentation adjointe de g. Puisque l est une sous-alge`bre
re´ductive dans g de rang rkg, l contient g(x) pour tout e´le´ment semi-simple
re´gulier de g qui appartient a` l ; or l rencontre la classe de conjugaison sous Pu de
tout e´le´ment semi-simple de g qui appartient a` p ; donc p contient le centralisateur
dans g de tout e´le´ment semi-simple re´gulier de g qui appartient a` p . L’assertion
re´sulte alors de ce que l’ensemble des e´le´ments semi-simples re´guliers de g est un
ouvert qui rencontre p .
iii) D’apre`s l’assertion (ii) et l’assertion (i) de la proposition 5.8, p contient
V(x, y) pour tout (x, y) dans l’intersection de Ω′g et de p×p ; or d’apre`s l’assertion
(i), l’intersection de Ω′g et de p× p est partout dense dans p× p ; donc p contient
V(x, y) pour tout (x, y) dans p× p , d’ou` l’assertion.
Soient p une sous-alge`bre parabolique de g, pu le sous-espace des e´le´ments
nilpotents du radical de p et ̟ l’application canonique de p sur le quotient l de
p et de pu .
Lemme 5.11. Soit U l’ensemble des e´le´ments re´guliers de g qui appartiennent
a` p et dont l’image par ̟ est e´le´ment re´gulier de l.
i) Pour tout x dans U , l(̟(x)) est l’image de g(x) par ̟ si et seulement
si l’intersection de g(x) et de pu est nulle.
ii) Soit U ′ l’ensemble des e´le´ments x de U tels que l’intersection de g(x)
et de pu soit nulle. Alors U
′ est un ouvert non vide de p.
iii) Pour tout (x, y) dans p× U ′ , l’image de V(x, y) par ̟ est l’image de
Bl par l’application ϕ 7→ ϕ(̟(x), ̟(y)).
iv) Soient x dans p et y dans U ′ . Alors Λg contient (x, y) si et seulement
si Λl contient (̟(x), ̟(y)) et V(x, y) contient pu .
De´monstration. i) Soit x dans U . D’apre`s l’assertion (ii) du lemme 5.10, p
contient g(x). Puisque ̟ est un morphisme d’alge`bres de Lie, l’image de g(x) par
̟ est contenue dans l(̟(x)) ; or g et l sont des alge`bres de Lie re´ductives de meˆme
rang ; donc l(̟(x)) est l’image de g(x) par ̟ si et seulement si l’intersection de
g(x) et de pu est nulle car les dimensions de g(x) et de l(̟(x)) sont e´gales a` rkg.
ii) Si x est un e´le´ment re´gulier de g qui appartient a` une sous-alge`bre de
Cartan de g, contenue dans p , g(x) est une sous-alge`bre de Cartan de g ; donc
son intersection avec pu est nulle. Il en re´sulte que U et U
′ contiennent x car
̟(x) est un e´le´ment semi-simple re´gulier de l . L’application x 7→ g(x) e´tant une
application re´gulie`re de U dans Grrkg(p), U
′ est un ouvert de U .
iii) Soit (x, y) dans p × U ′ . On note Vl(̟(x), ̟(y)) l’image de Bl par
l’application ϕ 7→ ϕ(̟(x), ̟(y)). Pour tout z dans un ouvert non vide du sous-
espace engendre´ par x et y , U ′ contient z car U ′ contient y ; donc d’apre`s
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l’assertion (i), pour tout z dans un ouvert non vide du sous-espace engendre´ par
x et y , l(̟(z)) est contenu dans l’image de V(x, y) par ̟ et l’image de g(z) par
̟ est contenue dans Vl(̟(x), ̟(y)). Il en re´sulte que pour tout ϕ dans Ll et
pour tout (a, b) dans C2 , ϕ(a̟(x) + b̟(y)) appartient a` l’image de V(x, y) par
̟ . En outre, pour tout ϕ dans Lg et pour tout (a, b) dans C
2 , ̟ ◦ϕ(ax + by)
appartient Vl(̟(x), ̟(y)), d’ou` l’assertion.
iv) Soit (x, y) dans p × U ′ . Puisque bg est la somme des entiers bl et
dimpu , il re´sulte de l’assertion (iii) que Λg contient (x, y) si et seulement si V(x, y)
contient pu et Λl contient (̟(x), ̟(y)).
On didentifie l a` un facteur re´ductif de p .
Corollaire 5.12. On note Σg,p l’ensemble des e´le´ments (x, y) de p × U ′ qui
n’appartiennent pas a` Λg et tels que la dimension de Vl(̟(x), ̟(y)) soit e´gale
a` bl. Soit (x, y) dans Σg,p. Alors il existe un ouvert affine V de p × p et un
sous-module L de C[V ]⊗C p qui satisfont les conditions suivantes :
1) V contient (x, y),
2) le module L est engendre´ par pu et les applications
(x′, y′) 7→ ϕ(̟(x′), ̟(y′)) ou` ϕ est dans Bl,
3) pour tout (x′, y′) dans V , l’image de L par l’application ϕ 7→ ϕ(x′, y′)
est la somme de pu et de Vl(̟(x
′), ̟(y′)).
En outre, L est un module libre de rang bg et pour tout (x
′, y′) dans un ouvert
non vide de V , V(x′, y′) est l’image de L par l’application ϕ 7→ ϕ(x′, y′).
De´monstration. Puisque la dimension de Vl(̟(x), ̟(y)) est e´gale a` bl, il
existe un ouvert V ′ de l × l qui satisfait les conditions suivantes : V ′ contient
(̟(x), ̟(y)) et pour tout (x′, y′) dans V ′ , Vl(x
′, y′) est de dimension bl. Soit
V un ouvert affine de p× U ′ qui contient (x, y) et dont l’image par l’application
(x′, y′) 7→ (̟(x′), ̟(y′)) est contenue dans V ′ . Alors d’apre`s l’assertion (iii) du
lemme 5.11, le module L de´fini par la condition (2) satisfait la condition (3). En
outre, L est un module libre de rang bg car Bl est un module libre de rang bl et
bg est la somme des entiers bl et dimpu . Il re´sulte de l’assertion (iv) du lemme
5.11 que pour tout (x′, y′) dans l’intersection de Λg et de V , V(x
′, y′) est l’image
de L par l’application ϕ 7→ ϕ(x′, y′).
5.5 On suppose g simple. On rappelle que (ξ, ρ, η) est un sl2 -triplet principal
de g et que b est la sous-alge`bre de Borel de g qui contient ξ . On note h le
centralisateur de ρ dans g, u l’ensemble des e´le´ments nilpotents de b, u+,+ la
somme des noyaux des endomorphismes adρ− i ou` i est entier supe´rieur a` 4, b−
la somme des noyaux des endomorphismes adρ + i ou` i est entier naturel, B le
normalisateur de b dans G, H le centralisateur de h dans B . Alors b− est une
sous-alge`bre de Borel de g qui contient h.
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Lemme 5.13. Soit h un e´le´ment re´gulier de g qui appartient a` h.
i) L’ouvert Λg contient (h, ξ).
ii) Pour tout x dans u+,+ , Λg contient (h, ξ + x).
iii) Pour tout x dans u, Λg contient (h+ x, ξ).
iv) L’ouvert Λg contient {h} ×B.ξ .
v) Pour tout x dans b− et pour tout y dans H.ξ , Λg contient (h, x+ y).
De´monstration. i) On pose ξ1 = ξ . Soient ξ2, . . . ,ξrkg des e´le´ments de g(ξ)
qui ont les proprie´te´s suivantes :
1) la suite ξ1, . . . ,ξrkg est une base de g(ξ),
2) pour i = 1, . . . , rkg, ξi est vecteur propre de adρ relativement a` la valeur
propre ai ,
3) la suite a1, . . . ,arkg est croissante.
Selon ces notations, a1 est e´gal a` 2. Puisque ξ est e´le´ment re´gulier de g, g(ξ)
est l’image de Lg par l’application ϕ 7→ ϕ(ξ) ; donc il existe une base ϕ1, . . . ,ϕrkg
de Lg telle que ξ1, . . . ,ξrkg soient respectivement e´gaux a` ϕ1(ξ), . . . ,ϕrkg(ξ). Pour
i = 1, . . . , rkg, l’application νi , t 7→ ϕi(h + tξ), est une application polynomiale
de C dans g dont le terme constant centralise h et dont le terme de plus haut
degre´ est e´gal a` ξi . On note vi,j le terme de degre´ j de νi . On a alors les e´galite´s
[h, vi,0] = 0 , [h, vi,j] + [ξ, vi,j−1] = 0 , (⋆)
pour j entier strictement positif, infe´rieur au degre´ de νi . Puisque h est e´le´ment
re´gulier de g, il en re´sulte que vi,j est vecteur propre de adρ pour la valeur propre
2j et que ai/2 est le degre´ de νi . En outre, b contient vi,j pour i = 1, . . . , rkg et
j = 0, . . . , ai/2. D’apre`s l’assertion (iii) de la proposition 5.8, le sous-espace V(h, ξ)
est engendre´ par les coefficients des applications polynomiales ν1, . . . ,νrkg ; or la
dimension de g est e´gale a` la somme des entiers a1 + 1, . . . , arkg + 1 ; donc le
nombre de ces coefficients est e´gal a`
rkg+
dimg− rkg
2
= bg .
Il s’agit alors de montrer que ces coefficients sont line´airement inde´pendants.
Puisque pour j entier naturel, le noyau de adρ− j contient v1,j, . . . ,vrkg,j ,
il suffit de montrer que pour j entier naturel, les e´le´ments non nuls de la suite
v1,j, . . . ,vrkg,j sont line´airement inde´pendants car d’apre`s les e´galite´s (⋆), vi,j n’est
pas nul si j est infe´rieur au degre´ de νi . On montre cette assertion en raisonnant
par re´currence sur arkg/2 − j . Puisque g est simple, νrkg est la seule application
de degre´ arkg/2 ; donc l’assertion est vraie pour j e´gal a` arkg/2 car ξrkg est e´gal
a` vrkg,j . On suppose j strictement positif et l’assertion vraie pour j + 1. Soient
b1, . . . ,brk g des e´le´ments de C tels que
b1v1,j + · · ·+ arkgvrkg,j = 0 .
On note I l’ensemble des entiers i de {1, . . . , rkg} tels que j soit strictement
infe´rieur au degre´ de νi . Alors il vient∑
i∈I
bivi,j ∈ g(ξ) ,
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car g(ξ) contient vi,j si j n’est pas dans I ; or u contient v1,j+1, . . . ,vrkg,j+1 ; donc
d’apre`s les e´galite´s (⋆), on a ∑
i∈I
bivi,j+1 = 0 ,
car h est un e´le´ment re´gulier de g. Il re´sulte alors de l’hypothe`se de re´currence
que bi est nul si i est dans I . Par suite, il vient∑
i 6∈I
bivi,j = 0 ;
or pour i dans {1, . . . , rkg}\I , vi,j est e´gal a` ξi s’il n’est pas nul ; donc bi est nul
si vi,j n’est pas nul, d’ou` l’assertion pour j . Puisque h est e´le´ment re´gulier de g,
la suite ϕ1(h), . . . ,ϕrkg(h) est une base de h car la suite ϕ1, . . . ,ϕrkg est une base
de Lg ; donc l’assertion est vraie pour j nul, d’ou` l’assertion pour tout j .
ii) On note t 7→ g(t) le sous-groupe a` un parame`tre de H dont l’alge`bre
de Lie est engendre´e par adρ. Soient x dans u+,+ . Puisque Λg est un ouvert de
g×g qui contient (h, ξ), Λg contient (h, ξ+ t−2g(t)(x)) pour tout e´le´ment non nul
t d’un ouvert de C qui contient 0 ; donc il existe un e´le´ment non nul t de C tel
que Λg contienne (h, t
2ξ + g(t)(x)) car Λg est invariant pour l’action de GL2(C).
Puisque g(t)(h) et g(t)(ξ + h) sont respectivement e´gaux a` h et a` t2ξ + g(t)(h),
Λg contient (h, ξ + x) car Λg est invariant pour l’action de G.
iii) Soient x dans u . Puisque x est dans u , g(t)(x) tend vers 0 quand t
tend vers 0 ; or Λg est un ouvert qui contient (h, ξ) d’apre`s l’assertion (i) ; donc Λg
contient (h + g(t)(x), ξ) pour tout t dans un ouvert non vide de C\{0} . Puisque
g(t)(h) et g(t)(ξ) sont respectivement e´gaux a` h et a` t2ξ , Λg contient (h + x, ξ)
car Λg est invariant pour les actions de G et de GL2(C).
iv) Soit U le sous-groupe connexe ferme´ de G dont l’alge`bre de Lie est
l’image de u par la repre´sentation adjointe de g. Alors l’orbite de U.ξ est e´gale a`
ξ + u+,+ ; or B est e´gal a` HU ; donc B.ξ est e´gal a` H.ξ + u+,+ . Soient x dans
u+,+ et g dans H . Puisque u+,+ est stable par H , Λg contient (h, ξ + g
−1(x))
d’apre`s l’assertion (ii) ; or Λg est invariant pour l’action de G ; donc Λg contient
(h, g(ξ) + x) car g(h) est e´gal a` h, d’ou` l’assertion.
vi) Soient x dans b− et k dans H . Puisque k
−1(x) est dans b− ,
t−2g(t)◦k−1(x) tend vers 0 quand t tend vers l’infini ; donc Λg contient
(h, ξ + t−2g(t)◦k−1(x)) pour tout t dans un ouvert non vide de C. Puisque Λg
est invariant pour l’action de GL2(C), il contient (h, g(t)(ξ + k
−1(x))) pour tout
t dans un ouvert non vide de C ; donc Λg contient (h, ξ+ k
−1(x)) et (h, k(ξ)+x)
car Λg est H-invariant.
5.6 Soit B la base du syste`me de racines positives R+ . Pour tout β dans B ,
on de´signe par uβ la somme des sous-espaces g
α ou` α est dans R+\{β} .
Lemme 5.14. Soient β dans B et bβ la somme des sous-espaces h et uβ . On
note Uβ le sous-groupe ferme´ connexe de G dont l’alge`bre de Lie est l’image de
uβ par la repre´sentation adjointe de g.
i) Le sous-espace bβ est une sous-alge`bre de b.
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ii) L’image de Uβ × h par l’application (g, x) 7→ g(x) est l’ensemble des
e´le´ments semi-simples de g qui appartiennent a` bβ .
iii) La sous-alge`bre bβ contient les composantes nilpotente et semi-simple
de ses e´le´ments.
iv) Si x est un e´le´ment re´gulier de g qui appartient a` bβ , alors bβ contient
g(x).
v) Pour tout couple (x, y) d’e´le´ments de bβ , bβ contient V(x, y).
De´monstration. i) Puisque β est dans B , uβ est un ide´al de b ; donc bβ est
une sous-alge`bre de b.
ii) Puisque tout e´le´ment de h est e´le´ment semi-simple de g, l’image de
Uβ × h par l’application (g, x) 7→ g(x) est contenue dans l’ensemble des e´le´ments
semi-simples de g. Soit x un e´le´ment semi-simple de g qui appartient a` bβ . Puisque
bβ est contenu dans b, il existe un e´le´ment g de U tel que h contienne g(x) car
h est une sous-alge`bre de Cartan de g, contenue dans b. Le sous-groupe Uβ de U
e´tant un sous-groupe invariant de codimension 1 de U, il existe un e´le´ment y de
gβ tel que Uβ contienne exp(ady)◦g . Il en re´sulte que bβ contient exp(ady)◦g(x) ;
donc exp(ady)◦g(x) est e´gal a` g(x), d’ou` l’assertion.
iii) Soient x dans bβ , xn et xs les composantes nilpotente et semi-simple
de x. Alors xs est somme de trois e´le´ments x1 , x2 , x3 qui sont respectivement
dans h, gβ , uβ . Puisque x est dans bβ , il existe un e´le´ment x4 de uβ tel que xn
soit e´gal a` −x2 + x4 . Des e´galite´s :
0 = [xs, xn] = −[x1, x2] + [x2, x3] + [x1, x4] + [x2, x4] + [x3, x4] ,
on de´duit que [x1, x2] est nul car uβ est un ide´al de b. Soit g un e´le´ment de U
tel que h contienne g(xs). Alors il existe un e´le´ment t de C tel que Uβ contienne
g ◦ exp(tadx2) et on a
g(xs)− g(x1 + x2) ∈ uβ , g(x1 + x2) = g ◦ exp(tadx2)(x1 + x2) ,
g ◦ exp(tadx2)(x1 + x2)− x1 − x2 ∈ uβ ;
donc x2 est nul et bβ contient xs et xn .
iv) Soient x un e´le´ment re´gulier de g qui appartient a` bβ , xn et xs les
composantes nilpotente et semi-simple de x. D’apre`s l’assertion (iii), bβ contient
xs et xn . D’apre`s l’assertion (ii), on peut supposer que h contient xs . Alors le
centre z de g(xs) est contenu dans h car toute sous-alge`bre de Cartan de g(xs)
contient z. Puisque x est un e´le´ment re´gulier de g, xn est un e´le´ment re´gulier
de l’alge`bre de´rive´e de g(xs) ; or l’intersection de bβ et de l’alge`bre de´rive´e de
g(xs) contient xn ; donc uβ contient l’ensemble des e´le´ments nilpotents de la sous-
alge`bre de Borel de g(xs) qui contient xn . Il en re´sulte que g(x) est contenu dans
la somme de uβ et de z. Par suite, bβ contient g(x).
v) Puisque h est contenu dans bβ , l’intersection de gr et de bβ est un ouvert
partout dense de bβ . D’apre`s l’assertion (iv), pour tout ϕ dans Lg et pour tout x
dans l’intersection de gr et de bβ , bβ contient ϕ(x) ; donc bβ contient ϕ(x) pour
tout x dans bβ . Il en re´sulte que pour tout couple (x, y) d’e´le´ments de bβ et pour
tout ϕ dans Lg, bβ contient ϕ(ax+ by) pour tout (a, b) dans C
2 , d’ou` l’assertion
d’apre`s l’assertion (iii) de la proposition 5.8.
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6. Complexes canoniques d’une alge`bre de Lie re´ductive.
Le complexe canonique C•(g) de l’alge`bre de Lie re´ductive g est de´fini en
[4](De´finition 4.1). L’espace sous-jacent a` C•(g) est l’alge`bre S(g)⊗CS(g)⊗C ∧ (g)
et sa diffe´rentielle est la S(g)⊗C S(g)-de´rivation qui a` l’e´le´ment v de g associe la
fonction (x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 sur g×g. On de´signe par Ig l’espace des bords de degre´
0 du complexe C•(g). Selon les notations de 4.2, C•(g) est le complexe C•(λg) ou`
λg est l’application qui a` l’e´le´ment v de g associe la fonction (x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉
sur g × g. En outre, Ig est e´gal a` Iλg . On de´signe par Jg le radical de Ig. On
rappelle que Kλg de´signe le noyau du morphisme θλg . On utilise le sous-module Bg
de S(g)⊗C S(g)⊗C g introduit dans la proposition 5.8. D’apre`s la proposition 5.8,
Bg est un module libre de rang bg. En outre, Kλg contient Bg d’apre`s l’assertion
(iii) de la proposition 5.8 et l’assertion (iv) du lemme 5.3.
De´finition 6.1. On appelle complexe canonique de deuxie`me espe`ce de
l’alge`bre de Lie g le complexe canonique associe´ a` λg et a` Bg et on le note E•(g).
On appelle complexe re´duit de l’alge`bre de Lie g et on le note E•(g) le sous-
complexe de E•(g) dont l’espace des e´le´ments de degre´ j est e´gal a` Ej(g) pour j
diffe´rent de bg et a` JgEbg (g) pour j e´gal a` bg.
6.1 Soient Y+(g) la re´union des supports dans g×g des groupes d’homologie en
degre´ diffe´rent de bg du complexe E•(g), Y0(g) le support dans g× g du module
Jg/Ig, et X0(g) l’image de Y0(g) par la premie`re projection de g× g sur g. Pour
tout g dans Aut(g) et pour tout h dans GL2(C), on note respectivement g
# et κ#h
les automorphismes de S(g)⊗C S(g)⊗C ∧ (g) qui a` l’application ϕ de g× g dans
∧ (g) associent les applications (x, y) 7→ ϕ(g(x), g(y)) et (x, y) 7→ ϕ(κh(x, y)). On
rappelle que l’action de GL2(C) dans g× g est de´finie au lemme 5.1. Pour g dans
Aut(g), on note g l’automorphisme line´aire (x, y) 7→ (g(x), g(y)) de g× g.
Lemme 6.2. Soient g un automorphisme de g et h un e´le´ment de GL2(C).
i) Les ide´aux Ig et Jg sont stables par g
# , κ#h .
ii) La partie Y0(g) de g× g est ferme´e et stable par g .
iii) La partie Y0(g) de g× g est stable par κh .
De´monstration. i) Pour tout v dans g, les images respectives de λg(v) par
g# et κ#h sont respectivement e´gales a` λg(g
−1(v)) et dethλg(v) ; donc Ig est stable
par g# et κ#h . Il en re´sulte que Jg est stable par g
# et κ#h .
Les assertions (ii) et (iii) re´sultent de l’assertion (i) car Jg est un
S(g)⊗C S(g)-module de type fini.
Soient V1 et V2 deux espaces vectoriels. Pour tout e´le´ment non nul t de C,
on note ρt l’automorphisme line´aire (x
′, x) 7→ (x′, tx) de V1 × V2 .
Lemme 6.3. Soient T une partie ferme´e de V1 × V2 et S l’image de T par la
projection canonique de V1×V2 sur V1 . On suppose que pour tout nombre complexe
non nul t, T est stable par ρt . Soient T
∗ l’intersection de T avec V1 × (V2\{0})
et S∗ l’image de T ∗ par la projection de V1 × V2 sur V1 .
i) La partie S∗ de V1 est ferme´e.
ii) La partie S de V1 est ferme´e.
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De´monstration. i) Soit P(V2) l’espace projectif de V2 et ̟ l’application
canonique de V2\{0} sur P(V2). On note T˜ l’image de T ∗ par l’application
(x′, x) 7→ (x′, ̟(x)) de V1 × (V2\{0}) dans V1 × P(V2). Puisque T ∗ est invariant
par les automorphismes line´aires ρt , T
∗ est l’image re´ciproque de T˜ par cette
application ; or T ∗ est ferme´ dans V1×(V2\{0}) ; donc T˜ est ferme´ dans V1×P(V2).
En outre, S∗ est la projection de T˜ sur V1 ; donc S
∗ est ferme´ dans V1 car P(V2)
est une varie´te´ projective.
ii) Puisque l’image de C∗ par l’application t 7→ ρt est un sous-groupe
irre´ductible du groupe des automorphismes line´aires de V1×V2 qui laissent stable
T , chacune des composantes irre´ductibles de T est stable par l’action de ce sous-
groupe ; donc il suffit de montrer l’assertion dans le cas ou` T est irre´ductible. On
suppose alors T irre´ductible. Si T ∗ est non vide, T est l’adhe´rence de T ∗ dans
V1×V2 ; donc S est e´gal a` S∗ car S∗ est ferme´ d’apre`s l’assertion (i). Il en re´sulte
que S est ferme´ dans V1 dans ce cas. Dans le cas contraire, T est e´gal a` S × {0}
et S est ferme´ dans V1 car T est ferme´ dans V1 × V2 .
Corollaire 6.4. La partie X0(g) de g est un coˆne ferme´, Aut(g)-invariant.
De´monstration. D’apre`s l’assertion (iii) du lemme 6.2, Y0(g) est stable par
l’automorphisme line´aire (x, y) 7→ (x, ty) de g× g pour tout e´le´ment non nul t de
C ; donc le corollaire re´sulte du lemme 6.3 et des assertions (ii) et (iii) du lemme
6.2.
6.2 On note Cg la varie´te´ commutante de g. Par de´finition, Cg est la varie´te´
des ze´ros dans g× g de l’ide´al Ig.
Lemme 6.5. L’ide´al Ig est premier si et seulement si le complexe re´duit E•(g)
n’a pas d’homologie en degre´ bg. En outre, le bg-ie`me groupe d’homologie du
complexe E•(g) est isomorphe au quotient de l’alge`bre S(g) ⊗C S(g) par l’ide´al
Ig.
De´monstration. D’apre`s l’assertion (iii) de la proposition 5.8 et l’assertion
(vi) du lemme 4.1, Ebg (g) est e´gal a` ∧
bg (Bg). Il en re´sulte que Ebg (g) est un
module libre de rang 1. Si ε est un ge´ne´rateur de Ebg (g), Igε est l’espace des
bords de degre´ bg du complexe E•(g) ; donc les groupes d’homologie en degre´ bg
des complexes E•(g) et E•(g) sont respectivement isomorphes a` S(g)⊗C S(g)/Ig
et Jg/Ig. Par suite, E•(g) n’a pas d’homologie en degre´ bg si et seulement si Ig est
un ide´al radiciel. D’apre`s [17], la varie´te´ Cg est irre´ductible ; or Cg est la varie´te´
des ze´ros de Ig dans g × g ; donc E•(g) n’a pas d’homologie en degre´ bg si et
seulement si Ig est un ide´al premier.
7. Au voisinage d’un e´le´ment semi-simple.
On fixe un e´le´ment semi-simple non central ρ de g. Soit πρ l’application
(g, x) 7→ g(x) de G × g(ρ) dans g. On a alors le lemme bien connu dont la
de´monstration est rappele´e brie`vement.
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Lemme 7.1. L’alge`bre de Lie g est somme directe des sous-espaces g(ρ) et
[ρ, g] qui sont orthogonaux. En outre, il existe un ouvert affine W de g(ρ) qui
contient ρ et qui satisfait les conditions suivantes :
1) la restriction de πρ a` G ×W est un morphisme lisse de G ×W sur un
ouvert de g qui contient ρ,
2) pour tout x dans W , la restriction de adx a` [ρ, g] est un automorphisme
line´aire de [ρ, g].
De´monstration. D’apre`s la proprie´te´ d’invariance de la forme de Killing, les
sous-espaces g(ρ) et [ρ, g] sont orthogonaux. Puisque ρ est semi-simple, g est
somme directe des sous-espaces propres de adρ et [ρ, g] est somme des sous-espaces
propres de adρ, relatifs aux valeurs propres non nulles ; donc g est somme directe
des sous-espaces g(ρ) et [ρ, g].
Pour tout x dans g(ρ), le sous-espace [ρ, g] est stable par adx. Puisque la
restriction de adρ a` [ρ, g] est bijective, il existe un ouvert affine W de g(ρ) qui
contient ρ et qui satisfait la condition (2) du lemme. Alors πρ est une submersion
en (idg, x) pour tout x dans W . Puisque l’ensemble des points de G × g(ρ) en
lesquels πρ est une submersion, est stable pour la multiplication a` gauche sur G,
πρ est une submersion en tout point de G ×W . Par suite, la restriction de πρ a`
G×W est un morphisme lisse de G×W sur un ouvert de g qui contient ρ.
Dans ce qui suit, on fixe un ouvert affine W de g(ρ) qui contient ρ et qui
satisfait les conditions (1) et (2) du lemme. L’image U de G × W par πρ est
alors un ouvert G-invariant qui contient ρ. On rappelle que X0(g) est la premie`re
projection sur g du support dans g × g du quotient Jg/Ig. On choisit W assez
petit pour satisfaire la condition suivante : X0(g(ρ)) ne rencontre pas W s’il ne
contient pas ρ. Ce choix est possible car X0(g(ρ)) est ferme´ dans g(ρ) d’apre`s le
corollaire 6.4. Soient λ l’application de g dans C[W ] ⊗C S(g) qui a` v associe la
fonction (x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 et λρ la restriction de λ a` g(ρ). On note IW l’ide´al de
C[W ]⊗C S(g) engendre´ par λ(g).
Lemme 7.2. Si X0(g(ρ)) ne contient pas ρ, alors l’ide´al IW est radiciel.
De´monstration. On suppose que X0(g(ρ)) ne contient pas ρ. Soit I
′
W l’espace
des sections au dessus de W ×g(ρ) de la localisation sur g(ρ)×g(ρ) de Ig(ρ) . Alors
I ′W est un ide´al radiciel. D’apre`s le lemme 4.5, le radical JW de IW est l’ensemble
des e´le´ments ϕ de C[W ]⊗C S(g) qui satisfont la condition suivante : pour tout x
dans W , ϕ(x) appartient a` l’ide´al de S(g) engendre´ par l’image de adx. Soient
v1, . . . ,vm une base de [ρ, g] et J l’ide´al C[W ] ⊗C S(g)[ρ, g] de C[W ] ⊗C S(g).
D’apre`s la condition (2) du lemme 7.1, pour tout w dans [ρ, g], il existe des
e´le´ments a1, . . . ,am de C[W ] tels que
w =
m∑
i=1
ai(x)[x, vi] ,
pour tout x dans W ; donc pour tout (x, y) dans W × g, on a
〈w, y〉 =
m∑
i=1
ai(x)〈[x, vi], y〉 = −
m∑
i=1
ai(x)〈vi, [x, y]〉 .
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Il en re´sulte que IW contient J ; or S(g) est somme directe de S(g(ρ)) et de l’ide´al
de S(g) engendre´ par [ρ, g] car g est somme directe de g(ρ) et de [ρ, g] ; donc JW
est somme directe de J et de l’ensemble J ′W des e´le´ments ϕ de C[W ]⊗C S(g(ρ))
qui satisfont la condition suivante : pour tout x dans W , ϕ(x) appartient a` l’ide´al
de S(g(ρ)) engendre´ par l’image de la restriction de adx a` g(ρ) car [ρ, g] est
contenu dans l’image de adx. En outre, I ′W est contenu dans IW car g(ρ) et [ρ, g]
sont orthogonaux ; or d’apre`s le lemme 4.5, J ′W est le radical de I
′
W ; donc IW
contient J ′W et JW .
On note I et J les restrictions a` U × g des localisations respectives sur
g× g de Ig et Jg, et on pose :
I(G) = Γ(G×W × g, (πρ × id)
∗(I)) , J (G) = Γ(G×W × g, (πρ × id)
∗(J )) .
Soit α l’automorphisme de l’alge`bre C[G]⊗CC[W ]⊗CS(g) qui a` l’application ϕ de
G×W dans S(g) associe l’application (g, x) 7→ g.ϕ(g, x) ou` (g, p) 7→ g.p de´signe
le prolongement canonique de l’action de G dans g a` l’alge`bre S(g).
Lemme 7.3. L’ide´al I(G) est l’image par α de l’ide´al C[G]⊗C IW .
De´monstration. Soit v1, . . . ,vn une base de g. Pour i = 1, . . . , n, il existe des
fonctions re´gulie`res ai,1, . . . ,ai,n sur G qui sont de´finies par l’e´galite´ :
g(vi) = ai,1(g)v1 + · · ·+ ai,n(g)vn .
Pour i = 1, . . . , n, l’image de λ(vi) par α est la fonction sur G×W × g,
(g, x, y) 7→ 〈vi, [x, g
−1(y)]〉 .
Il re´sulte alors des e´galite´s :
〈vi, [x, g
−1(y)]〉 = 〈g(vi), [g(x), y]〉 =
n∑
j=1
ai,j(g)〈vj, [g(x), y]〉 ,
que I(G) contient α◦λ(vi). Re´ciproquement, l’image par α
−1 de λg(vi)◦(πρ × idg)
est la fonction sur G×W × g,
(g, x, y) 7→ 〈vi, [g(x), g(y)]〉 .
Il re´sulte alors de l’e´galite´ :
〈vi, [g(x), g(y)]〉 =
n∑
j=1
ai,j(g
−1)〈vj, [x, y]〉 ,
que C[G]⊗C IW contient la fonction α
−1(λg(vi)◦(πρ × idg)), d’ou` le lemme.
Proposition 7.4. Si X0(g(ρ)) ne contient pas ρ, alors X0(g) ne contient pas
ρ.
De´monstration. On suppose que X0(g(ρ)) ne contient pas ρ. D’apre`s le
lemme 7.2, IW est un ide´al radiciel ; donc d’apre`s le lemme 7.3, I
(G) est un
ide´al radiciel. D’apre`s l’assertion (i) du lemme 3.1, J (G) est le radical de I(G)
car G×W × g est une varie´te´ affine ; donc I(G) est e´gal a` J (G) . Il re´sulte alors de
l’assertion (ii) du lemme 3.1 que I est e´gal a` J ; donc {ρ} × g ne rencontre pas
le support de Jg/Ig, d’ou` l’assertion.
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8. Sur certaines sous-varie´te´s de g× g.
Dans cette section, on suppose g simple, de dimension strictement
supe´rieure a` 3. On rappelle que (ξ, ρ, η) est un sl2 -triplet principal de g, que
b est l’unique sous-alge`bre de Borel de g qui contient ξ et que h est le centralisa-
teur de ρ dans g. On de´signe par Ng le coˆne nilpotent de g et par Xg l’ensemble
des e´le´ments (x, y) de g×g tels que x et y appartiennent a` une meˆme sous-alge`bre
de Borel de g. D’apre`s le lemme 9.4, Xg est ferme´ dans g× g.
8.1 Soit s le sous-espace engendre´ par ξ , ρ, η . Alors s est une sous-alge`bre
simple de g. On note Ns le coˆne nilpotent de s, T5 l’intersection de Xg avec s× s
et S le sous-groupe ferme´ connexe de G dont l’alge`bre de Lie est l’image de s par
la repre´sentation adjointe de s.
Lemme 8.1. Soient T3 et T4 les images respectives de Ns×C et de s×C par
l’application (x, t) 7→ (x, tx) de s× C dans s× s.
i) Les parties T3 , T4 , T5 de s × s sont ferme´es, irre´ductibles, invariantes
pour les actions de S et de GL2(C). En outre, leurs dimensions sont respectivement
e´gales a` 3, 4, 5.
ii) Soit T une partie ferme´e irre´ductible de s × s qui est non vide et
invariante pour les actions de S et de GL2(C). Alors T est l’une des parties
suivantes : {0}, T3 , T4 , T5 , s× s.
De´monstration. i) Par de´finition, T5 est e´gal a` Xs ; donc d’apre`s l’assertion
(i) du lemme 9.4, T5 est une partie ferme´e irre´ductible de dimension 5 de s×s qui
est invariante pour les actions de S et de GL2(C). Par de´finition, T3 est l’ensemble
des e´le´ments (x, y) de Ns × Ns tels que x et y soient coline´aires ; donc T3 est
ferme´ dans s × s car Ns est ferme´ dans s. En outre, T3 est de dimension 3 et
invariant pour l’action de S car Ns est de dimension 2 et S-invariant. Puisque
Ns est un coˆne, T3 est invariant pour l’action de GL2(C). De meˆme, T4 est une
partie ferme´e de dimension 4 de s × s qui est invariante pour les actions de S
et de GL2(C). Les parties T3 et T4 sont irre´ductibles comme images de varie´te´s
irre´ductibles.
ii) La partie T e´tant invariante pour l’action de GL2(C), T est invariant
par l’involution (x, y) 7→ (y, x). En outre, pour tout (x, y) dans T et pour toute
combinaison line´aire v de x et de y , T contient (x, v) et (v, y). Il re´sulte alors du
lemme 6.3 que l’image T ′ de T par la premie`re projection de s × s sur s est un
coˆne ferme´ S-invariant de s car T est non vide et invariant pour l’action de S.
Si T est de dimension nulle, T est alors e´gal a` {0} . On suppose T de dimension
strictement positive et infe´rieure a` 3. Alors T ′ est de dimension infe´rieure a` 2 ; or
les S-orbites non nulles dans s sont de dimension 2 ; donc T ′ est e´gal a` Ns car
la S-orbite d’un e´le´ment semi-simple non nul de s n’est pas un coˆne. Il en re´sulte
que T contient T3 ; or T est irre´ductible et de dimension 3 ; donc T est e´gal a`
T3 .
On suppose T de dimension supe´rieure a` 4 et T ′ contenu dans Ns. Il s’agit
d’aboutir a` une contradiction. Alors T ′ est e´gal a` Ns car T
′ n’est pas nul et S-
invariant. En outre, T e´tant de dimension supe´rieure a` 4, il existe des e´le´ments
a, b, c de C qui ont les proprie´te´s suivantes : T contient (ξ, aξ + bη + cρ) et b
et c ne sont pas tous deux nuls ; donc T contient (ξ, bη + cρ). Puisque bη + cρ
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est semi-simple pour c non nul, c est nul et T contient (ξ, η). Ceci est absurde
car ξ + η est semi-simple ; donc T ′ n’est pas contenu dans Ns. Puisque le coˆne
engendre´ par la S-orbite d’un e´le´ment semi-simple non nul est de dimension 3, T ′
est e´gal a` s car T ′ est ferme´ dans s. Par suite, T contient T4 . La partie T e´tant
irre´ductible, T est e´gale a` T4 si T est de dimension 4.
On suppose T de dimension supe´rieure a` 5 et T diffe´rent de T5 . Puisque
T5 est ferme´ dans s × s, pour tout x dans un ouvert non vide de s, il existe un
e´le´ment y de s qui a les deux proprie´te´s suivantes : T contient (x, y) et il n’existe
pas de sous-alge`bre de Borel de s qui contient x et y . La partie T e´tant invariante
pour les actions de S et de GL2(C), il en est de meˆme pour tout x dans un coˆne
ouvert S-invariant ; donc il existe des e´le´ments non nuls a et b de C tels que T
contienne (ρ, aξ + bη). Puisque T est invariant pour l’action du sous-groupe a` un
parame`tre de S engendre´ par adρ, T contient (ρ, atξ + bt−1η) pour tout e´le´ment
non nul t de C ; donc T contient (ρ, staξ+bsη) pour tout couple (s, t) d’e´le´ments
non nuls de C. Il en re´sulte que T contient (ρ, uξ + vη) pour tout couple (u, v)
d’e´le´ments de C car T est ferme´. Par suite, T contient {x}× s pour tout x dans
le coˆne engendre´ par l’orbite de ρ ; donc T est e´gal a` s× s, d’ou` l’assertion.
8.2 La sous-alge`bre g est somme directe de sous-s-modules simples, deux a`
deux orthogonaux, V1, . . . ,Vrkg tels que V1 soit e´gal a` s. On de´signe par V la
somme des sous-espaces V2, . . . ,Vrkg, par ∆V la sous-varie´te´ T4 ⊕ V × V de g× g
et par g2 l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g×g tels que x et y soient coline´aires.
Lemme 8.2. Soit X une partie ferme´e, irre´ductible de g×g qui est invariante
pour les actions de G et de GL2(C) dans g× g.
i) Soient x dans s, v et w dans V tels que x+v et x+w soient line´airement
inde´pendants. Si X contient (x + v, x + w), alors pour tout (a, b, c, d, r, t) dans
C6 , X contient (rx+ av + bw, tx+ cv + dw).
ii) L’intersection de X et de s× s est invariante pour les actions de S et
de GL2(C).
iii) Soit X1 l’image de X par la premie`re projection de g × g sur g.
Alors l’intersection de X et de g2 est l’image de X1 × C2 par l’application
(x, s, t) 7→ (sx, tx) .
iv) Soit Y l’intersection de X et de ∆V . Alors X contient T3 si
l’intersection de X et de g2 est strictement contenue dans une composante
irre´ductible de Y .
De´monstration. i) On suppose que X contient (x + v, x + w). Soient Ω
l’ensemble des e´le´ments (a, b, c, d) de C4 tels que (a + b)(c + d) soit non nul.
On note Pv,w le sous-espace engendre´ par v et w et δ l’application
Ω→ P 2v,w , (a, b, c, d) 7→ (
av + bw
a+ b
,
cv + dw
c+ d
) .
Si v et w ne sont pas coline´aires, alors δ est une submersion en tout point (a, b, c, d)
de Ω tels que a + b et c + d soient diffe´rents de 1. Dans le cas ou` v et w sont
coline´aires, il existe un e´le´ment z de C qui est diffe´rent de 1 et qui satisfait une des
deux e´galite´s w = zv et v = zw car x+v et x+w sont line´airement inde´pendants.
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Alors dans ce cas, δ est une submersion en tout point (a, b, c, d) de Ω tels que abcd
soit non nul. En particulier, l’image de δ est partout dense dans P 2v,w . Puisque X
est invariant pour l’action de GL2(C) dans g× g, X contient
(x+
av + bw
a+ b
, x+
cv + dw
c+ d
) ,
pour tout (a, b, c, d) dans Ω ; donc X contient (x+ v′, x + w′) pour tout (v′, w′)
dans P 2v,w car X est ferme´ g× g. Par suite, pour tout (v
′, w′) dans P 2v,w et pour
tout couple (r, t) d’e´le´ments non nuls de C, X contient (x + rv′, x + tw′) et
(r−1x+ v′, t−1x+ w′), d’ou` l’assertion car X est ferme´ dans g× g.
ii) Puisque X et s× s sont invariants pour les actions de S et de GL2(C),
il en est de meˆme de leur intersection.
iii) Soit (x, y) dans X . Puisque X est invariant pour l’action de GL2(C),
X contient (x, ty) pour tout e´le´ment non nul t de C ; donc X contient (x, 0) car
X est ferme´ dans g × g. Il en re´sulte que l’intersection de X et de g2 contient
l’image de X1 × C2 par l’application (x, s, t) 7→ (sx, tx). Re´ciproquement, si X
contient (sx, tx) alors X1 contient sx et tx car X est stable par l’involution
(x, y) 7→ (y, x) ; donc X1 contient x si sx et tx ne sont pas tous deux nuls, d’ou`
l’assertion.
iv) On suppose que l’intersection de X et de g2 est strictement contenue
dans une composante irre´ductible de Y . Soit Y ′ une composante irre´ductible de
Y qui contient strictement l’intersection de X et de g2 . Puisque X est invariant
pour l’action de G, X1 est G-invariant ; donc X1 n’est pas contenu dans V car
g est simple. Alors Y ′ contient un e´le´ment qui n’est pas dans g2 et dans V × V .
Puisque ∆V et X sont stables pour l’action de GL2(C), Y et Y
′ sont stables pour
l’action de GL2(C) ; donc il existe un e´le´ment non nul x de s et des e´le´ments v et
w de V tels que (x+ v, x+w) soit un e´le´ment de X qui n’appartient pas a` g2 . Il
re´sulte alors de l’assertion (i) que X contient (x, x) ; donc d’apre`s l’assertion (ii)
et le lemme 8.1, X contient T3 .
On rappelle que g(ρ) est la sous-alge`bre de Cartan h de g.
Lemme 8.3. Soient x dans g, xn et xs les composantes nilpotente et semi-
simple de x. On note C le coˆne G-invariant ferme´ engendre´ par x.
i) Le coˆne C contient xn et xs .
ii) Si x est semi-simple et non nul, alors C contient ρ + v ou` v est un
e´le´ment non nul de l’intersection de h et de V .
iii) Si x est un e´le´ment re´gulier de g, alors C contient le coˆne nilpotent de
g.
De´monstration. i) Soient h et u des e´le´ments de g(xs) tels que (xn, h, u) soit
un sl2 -triplet de g. Puisque C est stable par le sous-groupe connexe ferme´ de G
dont l’alge`bre de Lie est engendre´e par adh, C contient xs+ txn pour tout t dans
C\{0} . Il en re´sulte que C contient xn + txs pour tout t dans C\{0} car C est
un coˆne ; donc C contient xs et xn car C est ferme´.
ii) On suppose x semi-simple et non nul. Puisque h est une sous-alge`bre
de Cartan de g, l’orbite G.x de x rencontre h. On peut donc supposer x contenu
dans h. Soient Wh le groupe de Weyl de h et Vh l’intersection de V et de h.
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Puisque g est simple, l’action de Wh dans h est irre´ductible ; donc l’orbite de x
sous l’action de Wh n’est pas contenue dans Vh et la droite engendre´e par ρ. Les
sous-espaces V1, . . . ,Vrkg e´tant deux a` deux orthogonaux, Vh est l’orthogonal de ρ
dans h. Il en re´sulte que l’orbite G.x contient la somme d’un e´le´ment non nul de
Vh et d’un multiple non nul de ρ ; donc C contient la somme de ρ et d’un e´le´ment
non nul de Vh.
iii) Soient p1, . . . ,prkg des e´le´ments homoge`nes et G-invariants de S(g), de
degre´ respectif d1, . . . ,drkg, qui engendrent l’alge`bre des e´le´ments G-invariants de
S(g). Alors le coˆne nilpotent de g est la varie´te´ des ze´ros communs aux fonctions
p1, . . . ,prkg. Pour i = 1, . . . , rkg, on note ai la valeur de pi en x. Si x est un
e´le´ment nilpotent re´gulier de g, alors l’orbite G.x est partout dense dans le coˆne
nilpotent de g. On suppose que x est un e´le´ment re´gulier, non nilpotent de g.
Alors il existe un entier i tel que ai soit non nul ; donc l’orbite G.x n’est pas un
coˆne et la codimension de C dans g est e´gale a` rkg− 1. En outre, C est contenu
dans la varie´te´ des ze´ros communs aux fonctions a
dj
i p
di
j − a
di
j p
dj
i ou` j est dans
{1, . . . , rkg} . Il en re´sulte que la varie´te´ des ze´ros de pi dans C est contenue dans
le coˆne nilpotent de g ; or la varie´te´ des ze´ros de pi dans C est de codimension
rkg dans g car C est de codimension rkg − 1 dans g ; donc C contient le coˆne
nilpotent de g car il est irre´ductible et de codimension rkg dans g.
Lemme 8.4. Soit X une partie ferme´e, irre´ductible de g×g qui est invariante
pour les actions de G et de GL2(C), X1 l’image de X par la premie`re projection de
g×g sur g, Y l’intersection de X et de ∆V . On suppose que X1 n’est pas contenu
dans le coˆne nilpotent de g et que l’intersection de X et de g2 est strictement
contenue dans une composante irre´ductible de Y . Alors X contient T4 .
De´monstration. Soit Y ′ une composante irre´ductible de Y qui contient
l’intersection de X et de g2 . Puisque X est ferme´ et invariant pour les actions de
G et de GL2(C), X1 est un coˆne ferme´, G-invariant de g d’apre`s l’assertion (iii)
du lemme 8.2. Par hypothe`se, X1 n’est pas contenu dans le coˆne nilpotent de g ;
donc d’apre`s les assertions (i) et (ii) du lemme 8.3, X1 contient des e´le´ments dont
la composante sur s est semi-simple et non nulle. Puisque Y ′ est irre´ductible et
n’est pas contenu dans g2 , il existe un e´le´ment (x, y) de Y
′ qui n’est pas dans g2
et tel que la composante x′ de x sur s soit semi-simple non nulle car l’ensemble
des e´le´ments semi-simples non nuls de s est ouvert. Il re´sulte alors de l’assertion
(i) du lemme 8.2 que X contient (x′, x′). Par suite, l’intersection de X et de s× s
n’est pas contenue dans T3 ; donc d’apre`s le lemme 8.1 et l’assertion (ii) du lemme
8.2, X contient T4 .
8.3 On note Ng l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g× g tels que le sous-espace
engendre´ par x et y soit contenu dans le coˆne nilpotent de g.
Lemme 8.5. La partie Ng de g × g est invariante pour les actions de G et
de GL2(C) dans g × g. En outre, Ng est ferme´ dans g × g et chacune de ses
composantes irre´ductibles est de codimension infe´rieure a` bg+ rkg.
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De´monstration. Puisque le coˆne nilpotent de g est G-invariant pour l’action
de G, Ng est invariant pour l’action de G dans g × g. Pour (x, y) dans g × g,
le sous-espace de g engendre´ par x et y ne de´pend que de l’orbite de (x, y)
pour l’action de GL2(C) ; donc Ng est invariant pour l’action de GL2(C). Soient
p1, . . . ,prkg des e´le´ments homoge`nes de S(g) qui engendrent la sous-alge`bre des
e´le´ments G-invariants de S(g). Pour i = 1, . . . , rkg, pour (a, b) dans C2 et pour
(x, y) dans g× g, on a
pi(ax+ by) =
∑
(m,n)∈N2
ambnpi,m,n(ax+ by) ,
ou` pi,m,n sont des e´le´ments G-invariants de S(g) ⊗C S(g) qui sont nuls si m + n
est diffe´rent du degre´ de pi . Puisque la somme des degre´s de p1, . . . ,prkg est e´gale
a` bg, il y au plus bg+rkg e´le´ments non nuls parmi les pi,m,n . Le coˆne nilpotent de
g e´tant la varie´te´ des ze´ros communs aux fonctions p1, . . . ,prkg, Ng est la varie´te´
des ze´ros communs aux fonctions pi,m,n ou` i = 1, . . . , rkg et ou` (m,n) est dans
N2 ; donc Ng est une partie ferme´e de g × g dont les composantes irre´ductibles
sont de codimension infe´rieure a` bg + rkg.
Proposition 8.6. Soit X une partie ferme´e, irre´ductible de g × g qui est
invariante pour les actions de G et GL2(C).
i) Si X est de codimension infe´rieure a` dimg− 4, alors X contient T3 .
ii) Si X est de codimension infe´rieure a` dimg−4 et si X n’est pas contenu
dans Ng, alors X contient T4 .
De´monstration. i) On suppose X de codimension infe´rieure a` dimg − 4.
Puisque X et ∆V sont des coˆnes, leur intersection Y est un coˆne. Par hypothe`se,
la dimension de X est supe´rieure a` dimg+4 ; donc d’apre`s un the´ore`me de Bezout
[8](Ch.I, Theorem 7.2), les dimensions des composantes irre´ductibles de Y sont
supe´rieures a` dimg + 2 car la dimension de ∆V est e´gale a` 2dimg − 2. D’apre`s
l’assertion (iii) du lemme 8.2, l’intersection de X et de g2 est irre´ductible car X
est irre´ductible ; or la dimension de g2 est e´gale a` dimg + 1 ; donc il existe une
composante irre´ductible Y ′ de Y qui contient strictement l’intersection de X et
de g2 . Il re´sulte alors de l’assertion (iv) du lemme 8.2 que X contient T3 .
ii) On suppose que la codimension de X est infe´rieure a` dimg − 4 et que
X n’est pas contenu dans Ng. Soit X1 l’image de X par la premie`re projection de
g×g sur g. D’apre`s l’assertion (i), X1 contient ξ ; or X1 est G-invariant et ferme´
dans g d’apre`s l’assertion (iii) du lemme 8.2 ; donc X1 contient le coˆne nilpotent
de g. Si X1 est contenu dans le coˆne nilpotent de g, alors X est contenu dans
Ng car X est invariant pour l’action de GL2(C) ; donc d’apre`s l’hypothe`se, X1
n’est pas contenu dans le coˆne nilpotent de g. Il re´sulte alors du lemme 8.4 que X
contient T4 car d’apre`s (i), l’intersection de X et de g2 est strictement contenue
dans une composante irre´ductible de l’intersection de X et de ∆V .
De´finition 8.7. On dira que l’alge`bre de Lie simple g a la proprie´te´ (N) si la
codimension de chaque composante irre´ductible de Ng dans g× g est strictement
supe´rieure a` bg− rkg.
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Remarque 8.8. Soit X une partie ferme´e, irre´ductible de g × g qui est in-
variante pour les actions de G et GL2(C). On suppose que la codimension de X
est infe´rieure a` dimg − 4 et que X n’est pas contenu dans Ng. Alors X con-
tient T4 d’apre`s l’assertion (ii) de la proposition 8.6 car dimg− 4 est supe´rieure a`
bg−rkg+1 ; or l’image de T4 par la premie`re projection de s×s sur s contient ρ ;
donc l’image de X par la premie`re projection de g×g sur g contient des e´le´ments
semi-simples re´guliers de g.
Lemme 8.9. On note Ng,ξ l’ensemble des e´le´ments x de g tels que (x, ξ)
appartiennent a` Ng. Alors g a la proprie´te´ (N) si et seulement si la dimension
de chaque composante irre´ductible de Ng,ξ est strictement infe´rieure a` bg+ rkg.
De´monstration. Soit X une composante irre´ductible de Ng. D’apre`s le lemme
8.5, la codimension de X est infe´rieure a` bg + rkg ; donc d’apre`s la remarque
8.8, l’image de X par la deuxie`me projection de g × g sur g est e´gale au coˆne
nilpotent de g. Soit Xξ l’ensemble des e´le´ments x de g tels que X contient (x, ξ).
Puisque X est invariant pour l’action de G dans g × g, la dimension de X est
la somme des dimensions de Xξ et du coˆne nilpotent de g car l’orbite de ξ sous
G est ouverte dans le coˆne nilpotent ; donc la codimension de X dans g × g
est stictement supe´rieure a` bg − rkg si et seulement si la dimension de Xξ est
strictement infe´rieure a` bg+ rkg, d’ou` le lemme.
9. De´finition de la proprie´te´ (D).
Dans cette section, on suppose que g est une alge`bre de Lie simple. On
rappelle que Bg est le sous-module de S(g)⊗CS(g)⊗Cg introduit par la proposition
5.8 et que Λg est l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g× g tels que l’image V(x, y)
de Bg par l’application ϕ 7→ ϕ(x, y) soit de dimension bg. On de´signe par Xg
le comple´mentaire de Λg dans g × g. Le but de la section est la de´finition de
la proprie´te´ (D) et la proposition 9.6 qui est une conse´quence simple de cette
proprie´te´. On rappelle que (ξ, ρ, η) est un sl2 -triplet principal de g et que b est
l’unique sous-alge`bre de Borel de g qui contient ξ .
9.1 Soit p une sous-alge`bre parabolique de g qui contient b. On note Bg,p
l’orbite de p pour l’action de G dans la grassmannienne Grdim p(g). Alors Bg,p est
une varie´te´ projective. On de´signe par B
(1)
g,p la varie´te´ Bg,p× g × g et par Ig,p la
sous-varie´te´ des e´le´ments (u, x, y) de B
(1)
g,p tels que u contienne x et y .
Lemme 9.1. i) La varie´te´ Ig,p est une sous-varie´te´ lisse de B
(1)
g .
ii) La varie´te´ Ig,p est ferme´e dans B
(1)
g .
iii) La varie´te´ Ig,p est irre´ductible et sa dimension est e´gale a` dimg+dimp.
De´monstration. On note respectivement τ et π les projections canoniques
de B
(1)
g,p sur Bg,p et g× g. Soit τ1 la restriction de τ a` Ig,p.
i) Soient p′ dans Bg,p et E un supple´mentaire de p
′ dans g. On note UE
l’ensemble des e´le´ments u de Bg,p dont E est supple´mentaire dans g. Alors UE
est un ouvert affine de B
(1)
g,p . En outre, il existe une application re´gulie`re ψ de UE
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dans HomC(p
′, E) telle que pour tout u dans UE , u est l’image de l’application
line´aire
p′ → g , x 7→ x+ ψ(u)(x) .
Alors l’application
UE × p
′ × p′ → Ig,p , (u, x, y) 7→ (u, x+ ψ(u)(x), y + ψ(u)(y)) ,
est un isomorphisme de UE×p′×p′ sur τ
−1
1 (UE). Puisque les ouverts UE recouvrent
Bg,p, les ouverts τ
−1
1 (UE) recouvrent Ig,p ; or UE est une varie´te´ lisse car Bg,p est
une varie´te´ lisse ; donc Ig,p est une varie´te´ lisse.
ii) Soit χ l’application
UE × p
′ × p′ × E × E → B(1)g,p ,
(u, x, y, z1, z2) 7→ (u, x+ ψ(u)(x) + z1, y + ψ(u)(y) + z2) .
Alors χ est un isomorphisme de UE × p′ × p′ × E × E sur τ−1(UE) ; or d’apre`s
(i), χ(UE × p′ × p′) est e´gal a` τ
−1
1 (UE) ; donc τ
−1
1 (UE) est ferme´ dans τ
−1(UE).
Les ouverts τ−1(UE) recouvrant B
(1)
g,p, Ig,p est ferme´ dans B
(1)
g,p .
iii) Soit X l’adhe´rence de τ−11 (UE) dans B
(1)
g,p . Alors Ig,p contient X d’apre`s
l’assertion (ii). En outre, X est irre´ductible car τ−11 (UE) est irre´ductible. D’apre`s
(ii), la dimension de τ−11 (UE) est e´gale a` dimg + dimp car la dimension de UE
est e´gale a` dimg − dimp ; donc il suffit de montrer que X est e´gal a` Ig,p. Pour
tout x dans UE , la dimension de l’intersection de τ
−1
1 (UE) et de τ
−1
1 (x) est e´gale
a` 2dimp′ ; donc pour tout x dans X , la dimension de l’intersection de X et de
τ−11 (x) est supe´rieure a` 2dimp
′ . Il en re´sulte que X contient l’intersection de Ig,p
et de τ−11 (x) pour tout x dans τ1(X). En particulier, X est une sous-varie´te´
ferme´e de B
(1)
g,p stable par les automorphismes (u, x, y) 7→ (u, tx, ty) ou` t est dans
C\{0} . Il re´sulte alors du lemme 6.3 que τ1(X) est ferme´ dans Bg,p. Puisque Bg,p
est irre´ductible, τ1(X) est e´gal a` Bg,p et X est e´gal a` Ig,p, d’ou` l’assertion.
Lemme 9.2. Soit Xg,p l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g× g tels que x et y
appartiennent a` un meˆme e´le´ment de Bg,p.
i) La sous-alge`bre p de g est l’unique e´le´ment de Bg,p qui contient ξ .
ii) La partie Xg,p de g × g est ferme´e, irre´ductible et de codimension
dimg− dimp.
De´monstration. i) Soit g un e´le´ment de G tel que g(p) contienne ξ . Puisque
b est l’unique sous-alge`bre de Borel de g qui contient ξ , g(p) contient b. Soient
P et B les normalisateurs respectifs de p et de b dans G. Puisque b et g−1(b)
sont deux sous-alge`bres de Borel de g, contenues dans p , il existe un e´le´ment p
de P tel que g−1(b) soit e´gal a` p(b). Alors B contient gp et P contient g car P
contient B , d’ou` l’assertion.
ii) Par de´finition, Xg,p est l’image de Ig,p par la projection π ; or Bg,p est
une varie´te´ projective ; donc d’apre`s les assertions (ii) et (iii) du lemme 9.1, Xg,p
est ferme´ dans g× g et irre´ductible. La fibre en (ρ, ξ) de la restriction de π a` Ig,p
est e´gale a` {p} d’apre`s l’assertion (i). En particulier, elle est de dimension nulle ;
donc les varie´te´s Ig,p et Xg,p sont de meˆme dimension car elles sont irre´ductibles.
La dimension de Xg,p est alors e´gale a` dimp + dimg d’apre`s l’assertion (iii) du
lemme 9.1.
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De´finition 9.3. On dira que l’alge`bre parabolique p est admissible si l’alge`bre
de´rive´e de tout facteur re´ductif de p est simple.
9.2 On note Bg la sous-varie´te´ des sous-alge`bres de Borel de g et Ig la varie´te´
d’incidence de g. Par de´finition, Ig est la sous-varie´te´ des e´le´ments (u, x, y) de
Bg×g×g tels que u contienne x et y . On de´signe par B
(1)
g la varie´te´ Bg×g×g
et par π la projection canonique de B
(1)
g sur g× g. D’apre`s le lemme 9.1, Ig est
une sous-varie´te´ lisse, ferme´e, irre´ductible de B
(1)
g .
Lemme 9.4. Soit Xg l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g × g tels que x et y
appartiennent a` une meˆme sous-alge`bre de Borel de g.
i) La partie Xg de g×g est ferme´e, irre´ductible et de codimension bg−rkg.
ii) L’ouvert Λg rencontre Xg.
iii) L’intersection de Xg et de Xg est de codimension 1 dans Xg.
De´monstration. i) L’assertion re´sulte de l’assertion (ii) du lemme 9.2 et des
e´galite´s :
dimg = 2bg− rkg , dimg− dimb = bg− rkg .
ii) D’apre`s les assertions (i) et (iii) du lemme 5.5, Λg contient (ρ, ξ) ; donc
Xg rencontre Λg.
iii) D’apre`s l’assertion (ii), l’intersection de Xg et de Xg est strictement
contenue dans Xg Soient ϕ1, . . . ,ϕbg une base de Bg et ω un ge´ne´rateur non nul
de ∧bg(b). D’apre`s l’assertion (iii) du lemme 5.10, pour tout (x, y) dans b × b,
b contient ϕ(x, y) pour tout ϕ dans Bg ; donc il existe un e´le´ment non nul p de
S(b∗)⊗C S(b∗) tel que l’on ait
ϕ1(x, y)∧ · · ·∧ϕbg (x, y) = p(x, y)ω ,
pour tout (x, y) dans b× b. Il en re´sulte que l’intersection de b× b et de Xg est
une hypersurface de b × b. Par suite, l’intersection de Ig et de π−1(Xg) est une
hypersurface de Ig dont les composantes irre´ductibles sont toutes de codimension
1. Soit Z une composante irre´ductible de l’intersection de Ig et de π
−1(Xg) telle
que π(Z) soit une composante irre´ductible de l’intersection de Xg et de Xg qui
contient (ξ, ξ). Puisque b est la seule sous-alge`bre de Borel de g qui contient ξ ,
la fibre en (ξ, ξ) de la restriction de π a` Z est de dimension nulle ; donc Z et
π(Z) ont meˆme dimension car Z est irre´ductible. Il en re´sulte que π(Z) est de
codimension 1 dans Xg car Xg et Ig ont meˆme dimension. Par suite, l’intersection
de Xg et de Xg est de codimension 1 dans Xg.
On rappelle que pour p sous-alge`bre parabolique de g, la partie Σg,p de
p× p est de´finie au corollaire 5.12. On note Σ′g,p l’ensemble des e´le´ments de Σg,p
dont la deuxie`me composante est e´le´ment semi-simple re´gulier de g. Pour tout
e´le´ment x de g qui est semi-simple et re´gulier, on note G′(x) le sous-groupe
des automorphismes line´aires de g × g qui est engendre´ par les automorphismes
(v, w) 7→ (tv, w) et (v, w) 7→ (g(v), g(w)) ou` t et g sont respectivement dans
C\{0} et dans le centralisateur de x dans G.
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De´finition 9.5. On de´signe par Σ′g la plus petite partie de g × g qui est
invariante pour les actions de G et de GL2(C) et qui contient la re´union des
Σ′g,p ou` p est sous-alge`bre parabolique admissible de g au sens de 9.3. Soit Σg
l’ensemble des e´le´ments (x, y) de g× g qui ont les deux proprie´te´s suivantes :
1) y est un e´le´ment semi-simple re´gulier de g,
2) l’adhe´rence dans g × g de l’orbite de (x, y), sous l’action de G′(x),
rencontre Σ′g.
On dira que l’alge`bre de Lie g a la proprie´te´ (D) si toute partie ferme´e irre´ductible
de Xg, invariante pour les actions de G et de GL2(C), de codimension infe´rieure
a` dimg − 4, qui ne rencontre pas Σg, est contenue dans la re´union de Xg et de
Ng.
Si g est de rang 1, Xg est contenu dans Xg ; donc d’apre`s les assertions (i)
et (iii) du lemme 9.4, g a la proprie´te´ (D) dans ce cas.
Proposition 9.6. On suppose que g a la proprie´te´ (D) au sens de 9.5 et la
proprie´te´ (N) au sens de 8.7. Soit X une partie ferme´e de Xg qui est irre´ductible
et invariante pour les actions de G et de GL2(C). Si X ne rencontre pas Σg,
alors la codimension de X dans g× g est supe´rieure a` bg− rkg + 1.
De´monstration. On suppose que X ne rencontre pas Σg et que la codimension
de X est infe´rieure a` dimg − 4. Alors d’apre`s la proprie´te´ (D), X est contenu
dans la re´union de Xg et de Ng ; or d’apre`s les assertions (i) et (iii) du lemme 9.4,
la codimension dans g×g de toute composante irre´ductible de l’intersection de Xg
et de Xg est supe´rieure a` bg− rkg+ 1 ; donc la codimension de X dans g× g est
supe´rieure a` bg− rkg + 1 car la codimension de chaque composante irre´ductible
de Ng est supe´rieure a` bg− rkg + 1, d’apre`s la proprie´te´ (N).
Remarque 9.7. Il re´sultera du the´ore`me 11.9 qu’une alge`bre de Lie simple a
la proprie´te´ (D) au sens de 9.5.
9.3 Soit p une sous-alge`bre parabolique de g qui contient b. On note pu le
sous-espaces des e´le´ments nilpotents du radical de p et P le normalisateur de p
dans G. On rappelle que Xg,p de´signe l’image de G× p× p par l’application Ψ,
(g, x, y) 7→ (g(x), g(y)) de G× g× g dans g× g.
Lemme 9.8. Soit X une partie constructible, irre´ductible de Xg,p qui est in-
variante pour l’action de G dans g× g.
i) Il existe une composante irre´ductible Y de l’intersection de X et de p×p
telle que Ψ(G× Y ) soit e´gal a` X .
ii) L’intersection de X et de g× {ξ} est contenue dans Y .
iii) Si l’intersection de X et de g×{ξ} est non vide, alors la dimension de
Y est e´gale a` dimX − dimpu .
iv) Si l’image de X par la deuxie`me projection de g× g sur g contient un
e´le´ment semi-simple re´gulier de g, alors l’image de Y par la deuxie`me projection
de p× p sur p contient un e´le´ment de h qui est e´le´ment re´gulier de g.
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De´monstration. i) Soient Y1, . . . ,Yp les composantes irre´ductibles de
l’intersection de X et de p × p . Alors Y1, . . . ,Yp sont invariants par P car P
est irre´ductible. Puisque p est une sous-alge`bre parabolique, la varie´te´ homoge`ne
G/P est projective ; donc Ψ(G×Y1), . . . ,Ψ(G×Yp) sont ferme´s dans X . En outre,
X est la re´union de Ψ(G× Y1), . . . ,Ψ(G× Yp) car X est contenu dans Xg,p ; donc
il existe un entier j tel que Ψ(G× Yj) soit e´gal a` X car X est irre´ductible, d’ou`
l’assertion.
ii) Soit x un e´le´ment de g tel que X contienne (x, ξ). D’apre`s l’assertion (i),
il existe un e´le´ment g de G tel que Y contienne (g(x), g(ξ)). Puisque p contient
g(ξ), il existe un e´le´ment h de P tel que b contienne hg(ξ) car p contient b. Par
suite, il existe un e´le´ment k de B tel que khg(ξ) soit e´gal a` ξ car l’ensemble des
e´le´ments nilpotents re´guliers de g qui appartiennent a` b sont contenus dans une
B-orbite. Puisque Y est invariant pour l’action de P , Y contient (khg(x), khg(ξ))
et (x, ξ) car B contient le centralisateur de ξ dans G, d’ou` l’assertion.
iii) On suppose que l’intersection de X et de g× {ξ} est non vide. Pour x
dans p et g dans G tels que X contiennent (x, ξ) et (g(x), g(ξ)), P contient g
d’apre`s (ii) ; donc la dimension de X est la somme des dimensions de Y et de pu
car dimG− dimP est e´gal a` dimpu .
iv) On suppose que l’image de X par la deuxie`me projection de g×g sur g
contient des e´le´ments semi-simples re´guliers de g. On note Y ′ l’image de Y par la
deuxie`me projection de p×p sur p . Alors G(Y ′) est l’image de X par la deuxie`me
projection de g × g sur g ; donc Y ′ contient des e´le´ments semi-simples re´guliers
de g, d’ou` l’assertion car Y ′ est P-invariant.
De´finition 9.9. Soit X une partie de g×g. On dira que X a la proprie´te´ (Q)
s’il satisfait les conditions suivantes :
1) X est constructible et irre´ductible,
2) X est invariant pour l’action de G dans g× g,
3) pour tout (s, t) dans C2 , X contient (sx, ty) s’il contient (x, y),
4) l’image de X par la deuxie`me projection de g × g sur g contient un
e´le´ment semi-simple re´gulier de g.
On dira que g a la proprie´te´ (D′) si Xg contient les parties de Xg qui ont
la proprie´te´ (Q) et qui ne rencontrent pas Σg.
Proposition 9.10. On suppose que les facteurs simples des centralisateurs des
e´le´ments semi-simples non nuls de g ont la proprie´te´ (D′) au sens de 9.9. Soit X
une partie de Xg qui a la proprie´te´ (Q) au sens de 9.9 et qui ne rencontre pas Σg.
Alors X satisfait l’une ou l’autre des deux conditions suivantes :
1) pour toute sous-alge`bre parabolique admissible de g au sens de 9.3, Xg,p
ne contient pas X ,
2) Xg contient X .
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De´monstration. On suppose que X ne satisfait pas la condition (1). Alors
il existe une sous-alge`bre parabolique admissible p , qui contient b, telle que
Xg,p contienne X . D’apre`s l’assertion (i) du lemme 9.8, il existe une composante
irre´ductible Y de l’intersection de X et de p×p telle que X soit e´gal a` Ψ(G×Y ).
Soient l un facteur re´ductif de p , z le centre de l , l′ l’alge`bre de´rive´e de l , ̟ la
projection canonique de p sur l . On note Y ′ l’image de Y par l’application ̟×̟
et Y ′′ l’image de Y ′ par la projection canonique de l× l sur l′× l′ . Puisque p est
une sous-alge`bre parabolique admissible de g, l′ est une alge`bre simple. En outre,
l est le centralisateur dans g d’un e´le´ment semi-simple non nul de g ; donc l′ a
la proprie´te´ (D′). Si Y ′′ est contenu dans Xl′ , alors Y est contenu dans Xg car
pour b′ sous-alge`bre de Borel de l′ , ̟−1(b′ + z) est une sous-alge`bre de Borel de
g ; donc il suffit de montrer que Y ′′ est contenue dans l’adhe´rence d’une partie de
l′ × l′ qui a la proprie´te´ (Q) et qui ne rencontre pas Σl′ .
Soient π la projection canonique de l sur l′ et V l’image par π de l’ensemble
des e´le´ments semi-simples re´guliers de g qui appartiennent a` l . Alors V est un
coˆne ouvert non vide de l′ , invariant par le groupe adjoint de l′ . On note Y1
l’intersection de Y ′′ et de l′ × V . D’apre`s l’assertion (iv) du lemme 9.8, l’image
de Y ′′ par la deuxie`me projection de l′ × l′ sur l′ rencontre V ; donc Y1 est une
partie constructible, irre´ductible de l′××l′ qui est partout dense dans Y ′′ car Y ′′
est une partie constructible, irre´ductible. Puisque X a la proprie´te´ (Q), Y ′′ est
invariant pour l’action diagonale du groupe adjoint de l′ dans l′× l′ . En outre, Y ′′
satisfait la condition (2) de la de´finition 9.9 ; donc Y1 a la proprie´te´ (Q) car V
est un coˆne ouvert, invariant pour l’action du groupe adjoint de l′ . Si q est une
sous-alge`bre parabolique admissible de l′ , alors ̟−1(q + z) est une sous-alge`bre
parabolique admissible de g ; donc Σ′l′ est contenu dans Σ
′
g d’apre`s l’assertion (iv)
du lemme 5.10. Soient y un e´le´ment semi-simple re´gulier de g qui appartient a` l
et x un e´le´ment de l′ tels que Y1 contienne (x, π(y)). On note A le sous-groupe
des automorphismes line´aires de l × l qui est engendre´ par les automorphismes
(v, w) 7→ (tv, w) et (v, w) 7→ (g(v), g(w)) ou` t et g sont respectivement dans
C\{0} et le centralisateur de y dans le groupe adjoint de l . Si x0 est un e´le´ment
de l′ tel que (x0, y) soit un e´le´ment adhe´rent a` l’orbite de (x, y) sous l’action de
A, qui n’appartient pas a` cette orbite, alors pour tout e´le´ment nilpotent v du
radical de p , (x0, y) est adhe´rent a` l’orbite de (x+ v, y) sous l’action de G
′(y) car
(x, y) est adhe´rent a` l’orbite de (x + v, y) sous l’action de G′(y) ; donc dans ce
cas, (x0, π(y)) n’appartient pas a` Σ
′
l′ car Y ne rencontre pas Σg. Vu l’arbitraire
du point (x, π(y)) de Y1 , Y1 ne rencontre pas Σl′ , d’ou` la proposition.
10. The´ore`me d’exactitude et ide´aux premiers.
On rappelle que Cg de´signe la sous-varie´te´ des e´le´ments (x, y) de g× g tels
que [x, y] soit nul, que Ig est l’ide´al de S(g) ⊗C S(g) engendre´ par les fonctions
(x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 ou` v est dans g, que les complexes E•(g) et E•(g) sont de´finis
en 6.1.
The´ore`me 10.1. On suppose que les facteurs simples de g ont la proprie´te´
(N) au sens de 8.7. Alors pour tout entier naturel k , la dimension projective du
module ∧k(g) ∧ ∧bg (Bg) est infe´rieure a` k .
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De´monstration. Pour k entier strictement supe´rieur a` dimg − bg,
∧k(g) ∧ ∧bg (Bg) est le module nul ; donc il s’agit de montrer que pour
k = 0, . . . , dimg− bg, la dimension projective de ∧k(g) ∧ ∧bg (Bg) est infe´rieure
a` k . On conside`re successivement les deux cas suivants :
1) g est simple,
2) g n’est pas simple.
1) On montre en raisonnant par re´currence sur k que pour
k = 0, . . . , dimg− bg, la dimension projective de ∧k(g)∧ ∧bg (Bg) est infe´rieure
a` k . Puisque Bg est un module libre, ∧bg (Bg) est un module libre. Soit k un
entier strictement positif, infe´rieur a` dimg − bg et tel que pour i = 0, . . . , k − 1,
la dimension projective de ∧ i(g) ∧ ∧bg (Bg) est infe´rieure a` i. On rappelle que
le complexe D•k(g, Bg) est de´fini en 4.6. D’apre`s l’assertion (ii) du lemme 4.8, Xg
contient le support dans g× g de la cohomologie du complexe D•k(g, Bg). Soit Y
une composante irre´ductible du support de la cohomologie du complexe D•k(g, Bg).
Alors Y est invariant pour les actions de G et GL2(C) dans g× g d’apre`s les as-
sertions (iv) et (v) de la proposition 5.8. On suppose que Y rencontre la partie Σ′g
de g× g qui est de´finie en 9.5. Il s’agit d’aboutir a` une contradiction. Il existe une
sous-alge`bre parabolique admissible p de g au sens de 9.3, un e´le´ment semi-simple
re´gulier y de g qui appartient a` p et un e´le´ment x de p tel que (x, y) appartienne
a` l’intersection de Y et de Σg,p. Soit V un ouvert affine de p × p qui contient
(x, y) et L un sous-module de C[V ]⊗C p qui satisfont les conditions du corollaire
5.12. De´signant par BV le sous-module de C[V ]⊗C p engendre´ par les restrictions
a` V des e´le´ments de Bg, il re´sulte du corollaire 4.9 que le complexe D
•
k(g, BV )
n’a pas de cohomologie en degre´ diffe´rent de bg. Soit W un ouvert affine de g× g
qui contient (x, y) et dont l’intersection avec p× p est contenue dans V . On note
BW le sous-module de C[W ]⊗C g engendre´ par les restrictions a` W des e´le´ments
de Bg. Puisque les modules BV et BW sont libres et de meˆme rang, il re´sulte du
lemme 4.10 que le support dans W des groupes de cohomologie en degre´ diffe´rent
de bg du complexe D
•
k(g, BW ) ne rencontre pas V ; or d’apre`s l’assertion (iii) du
lemme 4.8, le complexe D•k(g,W ) n’a pas de cohomologie en degre´ bg car Λg est
un grand ouvert de g × g d’apre`s le corollaire 5.6 ; donc il existe un ouvert de
g× g qui contient (x, y) et qui ne rencontre pas le support de la cohomologie du
complexe D•k(g, Bg), d’ou` la contradiction. Puisque Y est ferme´ et invariant pour
les actions de G et de GL2(C) dans g × g, il en re´sulte que Y ne rencontre pas
Σg. Vu l’arbitraire de Y , le support de la cohomologie du complexe D
•
k(g, Bg) ne
rencontre pas Σg.
Si g est de rang 1, alors Xg est contenu dans Xg. Il re´sulte alors de la
proposition 9.6, du the´ore`me 11.9 et de la proprie´te´ (N) pour g que la codimension
dans g× g du support de la cohomologie du complexe D•k(g, Bg) est supe´rieure a`
k + 1 car k est infe´rieur a` bg− rkg ; donc d’apre`s le corollaire 2.4 et l’hypothe`se
de re´currence, le complexe D•k(g, Bg) n’a pas de cohomologie en degre´ strictement
infe´rieur a` k + bg. Par de´finition, le complexe D
•
k(g, Bg) n’a pas de cohomologie
en degre´ k + bg car k est infe´rieur a` dimg − bg ; donc le complexe D•k(g, Bg)
est acyclique. Il re´sulte alors de l’assertion (ii) du lemme 2.3 et de l’hypothe`se de
re´currence que la dimension projective du module ∧k(g)∧ ∧bg (Bg) est infe´rieure
a` k .
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2) On note z le centre de g et g1, . . . ,gm les facteurs simples de g. On
montre alors en raisonnant par re´currence sur m que pour k = 0, . . . , dimg− bg,
la dimension projective de ∧k(g)∧∧bg(Bg) est infe´rieure a` k . Pour m nul, dimg
est e´gal a` bg. En outre, ∧bg (Bg) est un module libre car Bg est un module
libre. On suppose l’assertion vraie pour m−1. Soit a la somme de z et des ide´aux
g1, . . . ,gm−1 . Alors g est somme directe de a et de gm ; donc Bg est le sous-module
de S(g)⊗C S(g)⊗C g engendre´ par Ba et Bgm , et on a
dimg = dima+ dimgm , bg = ba+ bgm .
Il en re´sulte que pour k = bg, . . . , dimg, ∧k−bg(g) ∧ ∧bg (Bg) est isomorphe a`
inf{dim a,k−bgm}⊕
i=sup{ba ,k−dimgm}
∧ i−ba(a) ∧ ∧ba(Ba)⊗C ∧k−i−bgm (gm) ∧ ∧bgm (Bgm) .
Puisque gm est simple, la dimension projective de ∧k(gm) ∧ ∧bgm (Bgm) est
infe´rieure a` k pour tout entier naturel k , d’apre`s (1) ; donc d’apre`s l’hypothe`se de
re´currence, la dimension projective du S(g)⊗C S(g)-module
∧ i−ba(a) ∧ ∧ba (Ba)⊗C ∧k−i−bgm (gm) ∧ ∧bgm (Bgm)
est infe´rieure a` l’entier
i− ba+ k − i− bgm = k − bg ,
pour tout entier k supe´rieur a` bg et pour tout entier i supe´rieur a` ba et
infe´rieur a` k − bgm ; donc pour k = 0, . . . , dimg − bg, la dimension projective
de ∧k(g) ∧ ∧bg(Bg) est infe´rieure a` k , d’ou` le the´ore`me.
The´ore`me 10.2. On suppose que pour tout e´le´ment semi-simple ρ de g, les
facteurs simples de g(ρ) ont la proprie´te´ (N) au sens de 8.7.
i) Le complexe re´duit E•(g) de g est acyclique.
ii) L’ide´al Ig est premier.
iii) Le complexe canonique de deuxie`me espe`ce E•(g) de g n’a pas
d’homologie en degre´ diffe´rent de bg et son homologie est isomorphe a` l’alge`bre
des fonctions re´gulie`res sur Cg.
De´monstration. On de´signe par Jg le radical de Ig. Par de´finition, les com-
plexes E•(g) et E•(g) ont meˆme groupe d’homologie en degre´ diffe´rent de bg ;
donc d’apre`s le lemme 6.5, il suffit de montrer l’assertion (i) du the´ore`me. Pour
j entier strictement supe´rieur a` bg, on note Zj l’espace des cycles de degre´ j du
complexe E•(g). On a alors un complexe
0→ Edim g(g)→ · · · → Ej+1(g)→ Zj → 0 .
D’apre`s le the´ore`me 10.1, la dimension projective de Ei(g) est infe´rieure a`
i− bg = i− j + j − bg. En outre, Ei(g) est nul si i− j est strictement supe´rieur
a` dimg − j . La dimension de Cg e´tant e´gale a` dimg + rkg, sa codimension dans
g× g est e´gale dimg− rkg. Des e´galite´s
dimg− rkg = 2(dimg− bg) , 2dimg− dimCg = dimg− rkg ,
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on de´duit l’ine´galite´
2(dimg− j) + j − bg < 2dimg− dimCg ,
car j est strictement supe´rieur a` bg ; or d’apre`s l’assertion (iii) du lemme 4.5, Cg
contient le support de l’homologie du complexe ci-dessus ; donc d’apre`s le corollaire
2.2, le complexe ci-dessus est exact. Il en re´sulte que le complexe E•(g) n’a pas
d’homologie en degre´ strictement supe´rieur a` bg. Puisque Ek(g) est nul pour k
strictement infe´rieur a` bg, le complexe E•(g) n’a pas d’homologie en degre´ diffe´rent
de bg. D’apre`s le lemme 6.5, il reste a` montrer l’e´galite´ des ide´aux Ig et Jg.
On raisonne par re´currence sur la dimension de g. Si g est une alge`bre de
Lie commutative, Ig est l’ide´al nul. On suppose que g n’est pas une alge`bre de
Lie commutative et que le the´ore`me est vrai pour toute alge`bre de Lie re´ductive
de dimension strictement infe´rieure a` celle de g. On rappelle que Y0(g) de´signe le
support dans g × g de Jg/Ig et que X0(g) est l’image de Y0(g) par la premie`re
projection de g × g sur g. D’apre`s l’hypothe`se re´currence et la proposition 7.4,
X0(g) ne contient pas d’e´le´ment semi-simple non central car pour tout e´le´ment
semi-simple ρ de g et tout e´le´ment semi-simple ρ′ de g(ρ), le centralisateur de ρ′
dans g(ρ) est le centralisateur dans g d’un e´le´ment semi-simple de g ; or X0(g)
est ferme´ et G-invariant d’apre`s le corollaire 6.4 ; donc X0(g) est contenu dans
l’ensemble N′g des e´le´ments de g dont l’image par la repre´sentation adjointe est
un endomorphisme nilpotent de g. D’apre`s l’assertion (iii) du lemme 6.2, Y0(g) est
stable par l’involution (x, y) 7→ (y, x) ; donc Y0(g) est contenu dans l’intersection
de N′g×N
′
g et de Cg car Cg est la varie´te´ des ze´ros de Ig. D’apre`s [16], la dimension
de l’intersection de N′g×N
′
g et de Cg est e´gale a` dimg+dim zg en de´signant par zg
le centre de g ; donc la codimension de Y0(g) dans g×g est e´gale a` dimg−dim zg.
En particulier, elle strictement supe´rieure a` 2(dimg − bg) car g n’est pas une
alge`bre de Lie commutative ; donc d’apre`s ce qui pre´ce`de, le support dans g × g
de la cohomologie du complexe E•(g) est de codimension strictement supe´rieure
a` 2(dimg− bg). Le complexe E•(g) est alors acyclique d’apre`s le corollaire 2.2 et
le the´ore`me 10.1.
11. La proprie´te´ (D) pour les alge`bres de Lie simples.
Dans cette section, on suppose g simple de dimension strictement supe´rieure
a` 3, et on utilise les notations de 9. Le centralisateur h de ρ dans g est une sous-
alge`bre de Cartan de g qui est contenue dans b. On note R le syste`me de racines
de h dans g, R+ le syste`me de racines positives de R de´fini par b et B la base de
R+ . Pour tout α dans R , g
α de´signe le sous-espace radiciel de g pour la racine
α . On de´signe respectivement par B et H les sous-groupes ferme´s connexes de G
dont les alge`bres de Lie sont les images de b et de h par la repre´sentation adjointe
de g. On note u l’ensemble des e´le´ments nilpotents de b, b− la somme des sous-
espaces h et g−α ou` α est dans R+ , u− l’ensemble des e´le´ments nilpotents de
b− , H
′ le sous-groupe des automorphismes line´aires de g × g qui est engendre´
par les automorphismes (v, w) 7→ (tv, w) et (v, w) 7→ (g(v), g(w)) ou` t et g sont
respectivement dans C\{0} et dans H .
11.1 Soient τ la projection canonique de g × h sur h, g′r l’ensemble des
e´le´ments semi-simples re´guliers de g, hr l’intersection de h avec g
′
r et NG(h)
le normalisateur de h dans G. On rappelle que la partie Σg est de´finie en 9.5.
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De´finition 11.1. On dira qu’une partie X de g× hr a la proprie´te´ (P) si elle
satisfait les conditions suivantes :
1) X est constructible et ne rencontre pas Σg,
2) X est invariant pour l’action de NG(h) dans g× hr ,
3) le groupe NG(h) agit transitivement sur les composantes irre´ductibles de
X ,
4) pour tout (s, t) dans C×(C\{0}), X contient (sx, ty) s’il contient (x, y).
On de´signe par P l’ensemble des parties de g× hr qui ont la proprie´te´ (P).
Pour α dans B , on note Rα l’ensemble des e´le´ments de R dont la coor-
donne´e en α , dans la base B , est non nulle et pα la sous-alge`bre parabolique de
g qui contient b et g−β pour tout β dans B\{α} . Alors la somme pα,u des sous-
espaces gγ , ou` γ est dans Rα , est l’ensemble des e´le´ments nilpotents du radical
de pα et la sous-alge`bre lα , engendre´e par h et les sous-espaces g
β et g−β , ou`
β est dans B\{α} , est un facteur re´ductif de pα . En outre, la somme pα,u,− des
sous-espaces g−γ , ou` γ est dans Rα , est un supple´mentaire de pα dans g et la
somme pα,− de lα et de pα,u,− est une sous-alge`bre parabolique de g qui contient
la sous-alge`bre de Borel b− .
De´finition 11.2. On dira qu’une sous-alge`bre parabolique p de g est extre´male
si elle est maximale et admissible au sens de 9.3.
Remarque 11.3. Pour α dans B , la sous-alge`bre parabolique pα est extre´male
si et seulement si α est une extre´mite´ du diagramme de Dynkin de support B . En
outre, toute sous-alge`bre parabolique extre´male est conjugue´e par l’action de G a`
un pα , ou` α est une extre´mite´ du diagramme de Dynkin de support B .
Soit α un e´le´ment de B tel que pα soit une sous-alge`bre parabolique
extre´male. Pour toute partie I de Rα , on note Fα,I la somme de pα et des sous-
espaces g−β ou` β est dans I . On rappelle que la hauteur d’un e´le´ment de R+ est
la somme de ses coordonne´es dans la base B .
Lemme 11.4. Soient X dans P et Y une composante irre´ductible de X .
i) Si X est contenu dans Xg, alors X a une composante irre´ductible qui
est contenue dans b× hr .
ii) Il existe une unique partie minimale I de Rα telle que Fα,I×hr contienne
Y .
iii) Soient x, w , v des e´le´ments respectivement dans hr , pα , pα,u,− . Alors
(v, x) appartient a` l’adhe´rence dans g × hr de l’orbite de (v + w, x) sous l’action
de H′ .
iv) Soit γ un e´le´ment de plus grande hauteur de I . Alors pour tout x dans
un ouvert non vide de τ(Y ), il existe un e´le´ment v de g et un e´le´ment non nul w de
g−γ qui satisfont les conditions suivantes : Y contient (v, x) et (w, x) appartient
a` l’adhe´rence de l’orbite de (v, x) sous l’action de H′ .
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De´monstration. i) On suppose X contenu dans Xg. Pour tout g dans NG(h),
on de´signe par Yg l’ensemble des e´le´ments (x, y) de Y tels que b contienne g(x)
et g(y). Puisque NG(h) ope`re transitivement sur l’ensemble des sous-alge`bres de
Borel de g qui contiennent un e´le´ment de hr , Y est re´union des parties Yg ou` g
est dans NG(h) car X est contenu dans Xg. Pour tout g dans NG(h) et pour tout
h dans H , Yg est e´gal a` Yhg car b contient h ; or Y est irre´ductible et Yg est
ferme´ dans Y pour tout g dans NG(h) ; donc il existe un e´le´ment g de NG(h) tel
que Y soit e´gal a` Yg car le quotient de NG(h) par H est fini, d’ou` l’assertion.
ii) Puisque g est somme directe de pα et de pα,u,− , il existe une partie I de
Rα telle que Fα,I × hr contienne Y . Si I1 et I2 sont deux parties de Rα telles que
Fα,I1 × hr et Fα,I2 × hr contiennent Y , Fα,I × hr contient Y si I est l’intersection
de I1 et de I2 , d’ou` l’existence d’une unique partie minimale I de Rα qui satisfait
les conditions de l’assertion.
iii) On note t 7→ h(t) le sous-groupe a` un parame`tre de G dont l’alge`bre de
Lie est l’image du centre de lα par la repre´sentation adjointe de g. On de´signe par
w1 et w2 les composantes respectives de w sur lα et pα,u . Puisque Y est invariant
par H , Y contient (h(t)(v+w1+w2), h(t)(x)) pour tout e´le´ment non nul t de C ;
donc d’apre`s la condition (3), Y contient (v + tw1 + t
2w2, x) pour tout e´le´ment
non nul t de C, d’ou` l’assertion.
iv) Soit E∗α,I l’ensemble des e´le´ments de la somme des sous-espaces g
−β , ou`
β est dans I , qui ont une composante non nulle sur chacun de ces sous-espaces.
D’apre`s la minimalite´ de la partie I , Y e´tant irre´ductible, pour tout x dans un
ouvert non vide T ′ de τ(Y ), il existe un e´le´ment v de E∗α,I et un e´le´ment w de pα
tel que Y contienne (v + w, x). Soient x dans T ′ et v dans E∗α,I tels qu’il existe
un e´le´ment w de pα pour lequel (v + w, x) appartient a` Y . D’apre`s (iii), (v, x)
appartient a` l’adhe´rence de l’orbite de (v + w, x) sous l’action de H′ . On note
t 7→ g(t) le sous-groupe a` un parame`tre de G dont l’alge`bre de Lie est engendre´e
par adρ. Soient J l’ensemble des e´le´ments de plus grande hauteur de I et vJ
la composante de v sur la somme des sous-espaces g−β , ou` β est dans J . Alors
Y contient (g(t)(v), x) pour tout e´le´ment non nul t de C ; or t〈γ,ρ〉g(t)(v) tend
vers vJ quand t tend vers 0 ; donc (vJ , x) appartient a` l’adhe´rence de l’orbite de
(v+w, x) sous l’action de H′ . Les e´le´ments de J e´tant line´airement inde´pendants,
comme e´le´ments de meˆme hauteur, il existe un e´le´ment k de h qui a les proprie´te´s
suivantes :
a) pour β dans B , 〈β, k〉 est entier,
b) 〈γ, k〉 est un entier strictement positif,
c) k appartient a` l’intersection des noyaux des e´le´ments de J , distincts de
γ .
Soient v−γ la composante de vJ sur g
−γ et t 7→ k(t) le sous-groupe a` un parame`tre
de G dont l’alge`bre de Lie est engendre´e par adk . Puisque t〈γ,ρ〉k(t)(vJ) tend vers
v−γ quand t tend vers 0, (v−γ , x) appartient a` l’adhe´rence de l’orbite de (v+w, x)
sous l’action de H′ , d’ou` l’assertion.
11.2 On note P0 l’ensemble des e´le´ments de P qui sont contenus dans Xg.
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Lemme 11.5. Soient h un e´le´ment de h qui est e´le´ment re´gulier de g et x un
e´le´ment nilpotent de g qui appartient a` b. On suppose que (x, h) est un e´le´ment
de Xg qui n’appartient pas a` la partie Σ
′
g de g× g de´finie en 9.5. Alors pour tout
α dans B , la composante de x sur gα , relativement a` la de´composition de b,
b = h⊕
⊕
β∈R+
gβ ,
est nulle.
De´monstration. On suppose qu’il existe α dans B tel que la composante de
x sur gα ne soit pas nulle. Il s’agit d’aboutir a` une contradiction. Soit I une partie
connexe, non vide, du diagramme de Dynkin de support B telle que la composante
de x sur gα soit non nulle pour tout α dans I . On note pI la sous-alge`bre de g
engendre´e par b et les sous-espaces g−γ ou` γ est dans I . Alors pI est une sous-
alge`bre parabolique admissible de g au sens de 9.3 car I est une partie connexe
du diagramme de Dynkin de support B . En outre, h est un e´le´ment re´gulier du
facteur re´ductif lI de pI qui est engendre´ par h et les sous-espaces g
γ , g−γ ou` γ
est dans I . De´signant par x′ l’image de x par la projection canonique de pI sur
lI , x
′ est un e´le´ment nilpotent re´gulier de lI qui appartient a` une sous-alge`bre de
Borel de lI qui contient l’e´le´ment semi-simple re´gulier h ; donc d’apre`s l’assertion
(iv) du lemme 5.13, (x′, h) appartient a` l’ouvert ΛlI de lI × lI . Il en re´sulte que
Σg,pI contient (x, h) car Xg contient (x, h). Ceci est absurde car Σg ne contient
pas (x, h).
Corollaire 11.6. Soient α dans R, h un e´le´ment re´gulier de g qui appartient
a` h et w un e´le´ment non nul de gα . Alors Σ′g contient (w, h).
De´monstration. Puisque g est irre´ductible, deux racines de meˆme longueur
dans R appartiennent a` une meˆme orbite du groupe de Weyl de h d’apre`s [1](Ch.
VI, §1, Proposition 11) ; donc il existe un e´le´ment g dans NG(h) et un e´le´ment β
de B tels que g(gβ) soit e´gal a` gα . Puisque rkg est supe´rieur a` 2, Xg contient
(g−1(w), g−1(h)) d’apre`s l’assertion (v) du lemme 5.14 ; donc d’apre`s le lemme 11.5,
(g−1(w), g−1(h)) appartient a` Σ′g. Il en re´sulte que Σ
′
g contient (w, h) car Σ
′
g est
invariant pour l’action de G dans g× g.
On note Be l’ensemble des exre´mite´s du diagramme de Dynkin de support
B .
Lemme 11.7. On suppose que toute alge`bre de Lie simple, de rang strictement
infe´rieur a` rkg, a la proprie´te´ (D′) au sens de 9.9.
i) Soit p une sous-alge`bre parabolique extre´male de g. Si X est un e´le´ment
de P0 dont une composante irre´ductible est contenue dans p×hr , alors Xg contient
X .
ii) Les e´le´ments de P0 sont contenus dans Xg.
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De´monstration. i) Soi X un e´le´ment de P0 dont une composante irre´ductible
est contenue dans p × hr . On note X˜ l’image de G × X par l’application
(g, x, y) 7→ (g(x), g(y)). Alors X˜ est une partie de Xg qui a la proprie´te´ (Q) au
sens de 9.9. En outre, Xg,p contient X˜ ; donc d’apre`s l’hypothe`se du lemme et la
proposition 9.10, Xg contient X˜ et X car les facteurs simples des centralisateurs
des e´le´ments semi-simples non nuls de g sont de rang strictement infe´rieur a` rkg.
ii) Pour X dans P , on note ν(X) le plus petit entier tel qu’il existe un
e´le´ment α de Be , une partie I de Rα de cardinal ν(X) pour laquelle Fα,I × hr
contient une composante irre´ductible de X dont l’intersection avec b × hr est
de dimension maximale. L’existence de l’entier ν(X) re´sulte de l’assertion (ii) du
lemme 11.4. On suppose que P0 contient des e´le´ments qui ne sont pas contenus
dans Xg. Il s’agit d’aboutir a` une contradiction. D’apre`s la condition (2) de la
de´finition 11.1, NG(h) agit transitivement sur les composantes irre´ductibles de
X ; donc ν(X) est nul si et seulement s’il existe une sous-alge`bre parabolique
extre´male p de g telle que Xg,p contienne X .
Soit ν le plus petit entier tel qu’il existe un e´le´ment X de P0 qui n’est
pas contenu dans Xg et tel que ν(X) soit e´gal a` ν . D’apre`s l’assertion (i), ν
est strictement positif. Par de´finition, il existe un e´le´ment α de Be , une partie
I de Rα , une composante irre´ductible Y de X qui est contenue dans Fα,I × hr
et dont l’intersection avec b × hr est de dimension maximale. Soit γ un e´le´ment
de I de plus grande hauteur. D’apre`s l’assertion (iv) du lemme 11.4, il existe un
e´le´ment (v, x) de Y et un e´le´ment non nul w de g−γ tels que (w, x) appartienne
a` l’adhe´rence de l’orbite de (v, x) sous l’action de H′ . Ceci est absurde d’apre`s le
corollaire 11.6 car Y ne rencontre pas Σg, d’ou` l’assertion.
Corollaire 11.8. L’alge`bre de Lie g a la proprie´te´ (D′) au sens de 9.9.
De´monstration. On rappelle que Ψ de´signe l’application
(g, x, y) 7→ (g(x), g(y)) de G× g× g dans g× g. On raisonne par re´currence sur
le rang de g. Si g est de rang 1, alors g a la proprie´te´ (D′) car Xg est contenu
dans Xg. On suppose que toute alge`bre de Lie simple de rang strictement infe´rieur
a` rkg a la proprie´te´ (D′). Soit X une partie de Xg qui a la proprie´te´ (Q) au
sens de 9.9 et qui ne rencontre pas Σg. D’apre`s l’assertion (ii) du lemme 11.7, il
suffit de montrer qu’il existe un e´le´ment Y de P0 tel que X soit contenu dans
l’adhe´rence dans g× g de Ψ(G× Y ).
On rappelle que g′r de´signe l’ensemble des e´le´ments semi-simples re´guliers
de g et que hr de´signe l’intersection de h et de g
′
r . Soient X˜ l’intersection de X
et de g×hr , Y1, . . . ,Ym les composantes irre´ductibles de X˜ . Pour i = 1, . . . , m, on
note Ψ(G× Yi) l’adhe´rence de Ψ(G×Yi) dans g×g. Puisque g′r est un ouvert de g
qui rencontre l’image de X par la deuxie`me projection de g×g sur g, l’intersection
X ′ de X et de g × g′r est partout dense dans X car X est irre´ductible ; or X
′
est e´gal a` Ψ(G× X˜) car l’orbite sous G de tout e´le´ment semi-simple re´gulier de g
rencontre hr ; donc Ψ(G× X˜) est partout dense dans X et X est contenu dans la
re´union des parties Ψ(G× Y1), . . . ,Ψ(G× Ym). Par suite, il existe un entier i tel
que Ψ(G× Yi) contienne X car X est irre´ductible. On note Y la re´union des g.Yi
ou` g est dans NG(h). Puisque X est invariant pour l’action de H dans g×g, X˜ et
Yi sont invariants pour l’action de H dans g×hr . Il en re´sulte que Y est une partie
constructible de g× hr comme re´union finie de parties constructibles. Puisque Yi
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est une composante irre´ductible de X˜ , pour tout (s, t) dans C × (C\{0}), Yi
contient (sx, ty) s’il contient (x, y) ; donc pour tout (s, t) dans C × (C\{0}), Y
contient (sx, ty) s’il contient (x, y). Par suite, Y est un e´le´ment de P car X ne
rencontre pas Σg. En outre, X est contenu dans l’adhe´rence de Ψ(G× Y ) et P0
contient Y car X est contenu dans Xg, d’ou` le corollaire.
The´ore`me 11.9. Soit g une alge`bre de Lie simple. Alors g a la proprie´te´ (D)
au sens de 9.5.
De´monstration. Soit X une partie ferme´e, irre´ductible de Xg, invariante pour
les actions de G et de GL2(C), de codimension infe´rieure a` dimg − 4, qui ne
rencontre pas Σg. Alors d’apre`s la proposition 8.6, X a la proprie´te´ (Q) si X
n’est pas contenu dans Ng ; donc d’apre`s le corollaire 11.8, X est contenu dans la
re´union de Xg et de Ng, d’ou` le the´ore`me.
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